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❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
▲✬ét✉❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s r❡♠♦♥t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉①
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✱ ❑❧❡✐♥✱ ❡t ❍✐❧❜❡rt ❛✉ ✶✾è♠❡ s✐è❝❧❡ ✭❬❍❛r✼✻❪✱ ❬❍✐❧✵✷❪✱ ❬❑❧❡✷✷❪✮❀
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✐s♦t♦♣✐❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ✜①é ❞❛♥s RP 2 ❡st ✉♥ s✉❥❡t q✉✐ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❡ss♦r
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ét✉❞❡s ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥ts ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 3 ❞❛♥s RP 3
✭♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ✈♦✐r ❬❉■❑✵✵❪✮✱ à ♣❡✉ ♣rès r✐❡♥ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♠❜✐❛♥t❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ✈❛r✐étés ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✧♣❛t❝❤✇♦r❦✧ s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❞❡
✈❛r✐étés t♦r✐q✉❡s ✭❬❱✐r✽✹❛❪✱ ❬❱✐r✽✹❜❪✱ ❬❱✐r✽✾❪✮✳ ❖r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡
s✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
ré❡❧❧❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s R✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭✈♦✐r
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ré❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ é❧❛r❣✐t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✐s♦t♦♣✐❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ ❞❡ ❞❡❣ré
1 ❡t 2 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P✐❝❛r❞ ré❡❧ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛♥t✐✲
❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ CP 2 r❛♠✐✜é ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ q✉❛rt✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t s❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡
s♣❤èr❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ❝ô♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
CP 3 r❛♠✐✜é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝✉❜✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t s❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s♣❤èr❡s ❡t ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s
❝♦♠❜✐♥❡r♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❞❡ t②♣❡ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❝❡s t②♣❡s ❞✬✐s♦t♦♣✐❡s✱ ❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❛②❛♥t ré❝❡♠♠❡♥t
tr♦✉✈é ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡ ré❡❧❧❡✳
✶✳✷ ❍✐st♦r✐q✉❡
❯♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
X ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ σ : X → X✱ ❛♣♣❡❧é❡ str✉❝t✉r❡
ré❡❧❧❡ s✉r X✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ RX ❞❡ (X,σ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡
❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ σ✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥✲
❝❡r♥❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s
❡st ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❝✉❜✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❙❝❤✻✸❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❞❛♥s ❬❩❡✉✼✹❪✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♣❧❛♥❡s ❞❡
❞❡❣ré 4 ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❜✐t❛♥❣❡♥t❡s ✭q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧
✼
✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳
P❡③③♦ ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
✈❛rétés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❍❛r♥❛❝❦✱ ❑❧❡✐♥✱ ❍✐❧❜❡rt ❡t ❈♦♠❡✲
s❛tt✐ ✭❬❍❛r✼✻❪✱ ❬❍✐❧✵✷❪✱ ❬❈♦♠✶✸❪✱ ❬❈♦♠✶✹❪✱ ❬❑❧❡✷✷❪✮✳ ❍✐❧❜❡rt ♣r♦♣♦s❛ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ✶✻è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐s♦t♦♣✐❡ ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 6 ❞❛♥s RP 2✱ ❡t ❧❡s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 4 ❞❛♥s RP 3✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❢✉t ❛❝❤❡✈é❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ♣❛r ●✉❞❦♦✈ ✭❬●✉❞✻✾❪✮✱ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r
❑❤❛r❧❛♠♦✈✭❬❑❤❛✼✻❪✱ ❬❑❤❛✼✽❪✮ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧
② ❛ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ s✉❥❡t ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♦❜str✉❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❛ ❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s à t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ➚ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ tr❛✈❛✉① ✐♥✐t✐és ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❆r♥♦❧❞ ❡t ❘♦❦❤❧✐♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s
✼✵ ✭❬❆r♥✼✶❪✱❬❘♦❦✼✷❪✱❬❘♦❦✼✹❪✱❬❘♦❦✼✽❪✱❬❘♦❦✽✵❪✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t très ❣é♥ér❛❧❡s
♦❜str✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t été ♠✐s❡s à
❥♦✉r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ✈❛r✐étés à t♦♣♦❧♦❣✐❡
♣r❡s❝r✐t❡ s♦♥t très ❧♦♥❣t❡♠♣s r❡sté❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❊♥ ✶✾✼✾✱ ❱✐r♦ ✐♥✈❡♥t❛ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱
❞✐t❡ ❞❡ ✏♣❛t❝❤✇♦r❦✑✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s
❞❡s ✈❛r✐étés t♦r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❀ ✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥♥❛ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♣❡r♠✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❱✐r♦ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 7 ❞❛♥s RP 2 ✭❬❱✐r✽✹❛❪✱ ❬❱✐r✽✹❜❪✮✳ ▲❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦ ❛ ❞❡♣✉✐s ❝♦♥♥✉
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡t ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦r✲
t❛♥ts✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❧✐ss❛❣❡s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞é❣é♥éré❡s
❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❧❛♥❡s ✭❬❙❤✉✾✽❪✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱✐r♦ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é♣❛ssé ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s
✈❛r✐étés ♥♦♥✲t♦r✐q✉❡s ♦✉ ❞❛♥s ❞❡s ✈❛r✐étés t♦r✐q✉❡s à str✉❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ t♦r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱✐r♦ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣✲
♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✬❡ss❛②❡r
❞❡ ❞é❣é♥ér❡r ❧❛ ✈❛r✐été ❛♠❜✐❛♥t❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐été ré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✶✳✸ ●é♥ér❛❧✐tés
❖♥ ❞✐t q✉❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ré❡❧❧❡ (X,σ) ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ X ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❜✐r❛✲
t✐♦♥❛❧❧❡♠❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t à CP 2✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (X,σ) ❡st R✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡
s✐ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → Y ré❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ré❡❧❧❡
(Y, τ) ❡st ✉♥ ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t (X,σ) ❡st R✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ (−1)✲❝♦✉r❜❡s ré❡❧❧❡s ♦✉ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ (−1)✲❝♦✉r❜❡s
❞✐s❥♦✐♥t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s σ✲❝♦♥❥✉❣✉és✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s r❛t✐♦♥❡❧❧❡s
♦♥t étés ❝❧❛ss✐✜é❡s ♣❛r ❈♦♠❡ss❛tt✐ ✭❬❈♦♠✶✸❪✱ ❬❈♦♠✶✹❪✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈♦♠❡s✲
s❛tt✐ ❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s r❛✲
t✐♦♥❡❧❧❡s R✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❀ ♣♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ✈♦✐r ❬❑♦❧✾✼❪✱ ❬❉❑✵✷❪✱ ❬▼❛♥✶✼✱
❈❤❛♣✐tr❡ 4❪✳ P✉✐sq✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡ s✉r❢❛❝❡ r❛t✐♦♥❡❧❧❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞✬é❝❧❛t❡♠❡♥ts ré❡❧s ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r❛t✐♦♥❡❧❧❡ ré❡❧❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s
r❛t✐♦♥❡❧❧❡s ré❡❧❧❡s ❡st ❞❡ ❧✬ét✉❞✐❡r s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s r❛t✐♦♥❡❧❧❡s ré❡❧❧❡s ❡t ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡s✳ ❈❡❧❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ♠♦t✐✈❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t 2✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ ❯♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❧✬✐♥❡❣❛❧✐té
❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✱ ♠♦♥tré❡ ♣❛r ❍❛r♥❛❝❦ ❞❛♥s ❬❍❛r✼✻❪ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧✲
✶✳✹✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✾
❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❑❧❡✐♥ ✭❬❑❧❡✷✷❪✮✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛✉t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧✐ér❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶ ✭■♥❡❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✮✳ ❙♦✐t (A, σ) ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ l ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ RA ❡st ❜♦r♥é
♣❛r g + 1✱ ♦ù g = g(A) ❡st ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ A✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✉♥❡ M ✲❝♦✉r❜❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱
s✐ l = g+1✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ s✐ 0 ≤ l ≤ g✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✉♥❡ (M − i)✲❝♦✉r❜❡✱ ♦ù
i = g + 1− l✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✳✸ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❡❧❧❡ ♣❧❛♥❡ ❡t ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐❡r❡ ❞❡ ❞❡❣ré d✳ ❆❧♦rs✱
l ≤
(d− 1)(d− 2)
2
+ 1.
▲✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❛ r❛♣✐❞❡♠❡♥t é✈♦❧✉é ♣❧❛ç❛♥t
❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❑❧❡✐♥ ✭❬❑❧❡✷✷❪✮ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ❙✐ A \ RA ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ■■ ♦✉ ♥♦♥✲
sé♣❛r❛♥t❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ■ ♦✉ sé♣❛r❛♥t❡✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥❞✉✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ l✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ A ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st
❞❡ t②♣❡ ■✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ■ ❛❧♦rs l ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té ❞❡ g + 1✳
❘♦❦❤❧✐♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♠✉ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ② ❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é
✭❬❘♦❦✼✷❪✱ ❬❘♦❦✼✹❪✱ ❬❘♦❦✼✽❪✱ ❬❘♦❦✽✵❪✮ ❀ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❡❧❧❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦✐t✐és ❞❡ A \ RA ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
♦♣♣♦sé❡s s✉r RA ❞✐t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥ ♣r♦❣rès r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦②❡♥s ❞✬♦❜str✉❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r s✉r ❧❡s
✈❛r✐étés C∞ ♦r✐❡♥tés✳ ❈✐t♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❇é③♦✉t✱
❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞✬❆r♥♦❧❞ ✭❬❆r♥✼✶❪✮✱ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞❡ ❘♦❦❤❧✐♥ ✭❬❘♦❦✼✷❪✮ ❡t
s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭❬●▼✼✼❪✮✳
✶✳✹ ❘és✉❧t❛ts
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞é❥à ❝♦♥♥✉s ❡t ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s
✈❛r✐❛♥t❡s ✭❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✸✳✶✱ ✷✳✷✳✹✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞❡ss✐♥s ❞✬❡♥❢❛♥t ✭❙❡❝t✐♦♥
✷✳✹✮✳
▲❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✹ ❡t ✺ s♦♥t ❞é❞✐és ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❜✐❞❡✲
❣ré (5, 5) s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡st ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦
♠✐♥✐♠❛❧❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t 2✳
✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳
✶✳✹✳✶ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ◗✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡
▲❡s ✐s♦t♦♣✐❡s r✐❣✐❞❡s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❜✐❞❡❣ré (d, d)
s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ s♦♥t ❝❧❛ss✐❢é❡s ♣♦✉r t♦✉t d < 5 ✭✈♦✐r ❬●❙✽✵❪✱❬❩✈♦✾✶❪✱
❬◆❙✵✺❛❪✱ ❬◆❙✵✼❪✱❬◆❙✵✺❜❪✱ ❬❉❩✾✾❪✱ ❬◆✐❦✽✺❪✱ ❬▼✐❦✾✹❪ ❡t✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣❡rç✉
❣é♥ér❛❧✱ ✈♦✐r ❬❉❑✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✾❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ à ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❜✐❞❡❣ré
(5, 5) s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✭❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st s♦✉s ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞✬✉♥ ❛rt✐✲
❝❧❡ ❞❛♥s ❬▼❛♥✶✽❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts
✭❬❩✈♦✽✸❪✱ ❬▼✐❦✾✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ 1❪✱ ❬❉❑✵✵✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 4.9.2❪✱ ❬❖r❡✵✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✳✷❪✮ s✉r ❧❡s ♦❜tr✉❝t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❜✐❞❡❣ré (5, 5)
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥s ❀ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ré❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ♣❛r ▼✐❦❤❛❧❦✐♥ ✭❬▼✐❦✾✹❪✮✱ ♣❛r ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✮✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡
t♦✉s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s sé♣❛r❛♥t❡s ❡t✴♦✉
♥♦♥✲sé♣❛r❛♥t❡s ✭❚❤é♦rè♠❡s ✸✳✶✳✸✱ ✸✳✶✳✹ ❛♥❞ ✸✳✶✳✺✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♥♦♥✲
sé♣❛r❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ sé♣❛r❛♥t❡✮ ❞❡ ❜✐❞❡❣ré (5, 5) s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✳ ❆❧♦rs
A ré❛❧✐s❡ ✉♥ t②♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① ♥♦♥✲✐♥t❡r❞✐ts ♣❛r ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❛♥s
❬❩✈♦✽✸❪✱ ❬▼✐❦✾✹❪✱ ❬❉❑✵✵❪ ❡t ❬❖r❡✵✼❪✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
♥♦♥✲✐♥t❡r❞✐ts ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♥♦♥✲
sé♣❛r❛♥t❡ ✭❡t✴♦✉ sé♣❛r❛♥t❡✮ ❞❡ ❜✐❞❡❣ré (5, 5) s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✳
▲❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ t♦r✐q✉❡ éq✉✐♣é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ré❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ t♦r❡✳ ◆❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦ s✉r ❧❛ q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢❛✐t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ Σ2 ❡♥ ❞é❣é♥ér❛♥t ❧❛
q✉❛❞r✐q✉❡ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❛✉ ❝ô♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s CP 3 ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳
✶✳✹✳✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡t ✺✿ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
❞❡ ❞❡❣ré ✶ ❡t ✷
▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦
ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st ❞é❧✐❝❛t ❝❛r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♥♦♥✲t♦r✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s
♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ✶✾✾✽✱ ▼✐❦❤❛❧❦✐♥ ✭❬▼✐❦✾✽❪✮
❢✉t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
ré❡❧❧❡s s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ré❡❧❧❡s à ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧
❛ ét✉❞✐é ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡s s✉r✲
❢❛❝❡s q✉❛❞r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❝✉❜✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❡♥ CP 3✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st q✉❡
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ré❛❧✐s❡♥t ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛♥t✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ ré❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✶
❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡❧ P❡③③♦ Y ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠✲
♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s♣❤èr❡s ❡t ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛♥t✐✲
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ Y ❝♦♠♠❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ❝ô♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
CP 3 r❛♠✐✜é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝✉❜✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❀ ✈♦✐r ❋✐❣✳ ✶✳✶✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✈❡rs r❛✣♥❡♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s s✉r Y ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮ ❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❝❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ kc1(Y )✱ ♣♦✉r
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❖♥ s✬❛tt❛q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ré❡❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ 3c1(X)✱
q✉✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t à ét✉❞✐❡r ✭❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✼✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇é③♦✉t ❡t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❍❛r♥❛❝❦✲
❑❧❡✐♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❧❛✐ss❡♥t ♦✉✈❡rts
❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ t✐❡rs ❞❡s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦♥✲✐♥t❡r❞✐ts✳ P❛r♠✐
❝❡s t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡♥ ② ❛ ✉♥ q✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ré❛❧✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹ ✭❈❧❛ss❡ 3✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ 3c1(X) ❞❛♥s X✳ ❆❧♦rs A ré❛❧✐s❡ ✉♥ t②♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❛r♠✐ ❧❡s 74 t②♣❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦♥✲✐♥t❡r❞✐ts ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❇é③♦✉t ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✳ ❊♥ ♣❧✉s 47 ♣❛r♠✐ ❝❡s 74 t②♣❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡s
❞❡ ❝❧❛ss❡ 3c1(X) s✉r X✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ 3c1(X) ❡st
❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❛②❛♥t ré❝❡♠♠❡♥t tr♦✉✈é ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✼✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✽✮
❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦ ❞✉❡ à ❙❤✉st✐♥ ❡t ❚②✲
♦♠❦✐♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳
❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡
kc1(X)✱ ❛✈❡❝ k ≥ 4✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✉ t②♣❡ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✷✳✷✮✳
❈❤❛♣t❡r ✷
Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
✷✳✶ ❊♥❝♦❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡s
▲❡t X ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ : X → X✳
▲❡t σ∗ : H2(X;Z) → H2(X;Z) ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ ♦♥ X✱ ❛♥❞ ❧❡t H−2 (X;Z) ❜❡ t❤❡ (−1)✲❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ♦❢ σ∗✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✜①❡❞ ❛ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss α ∈ H−2 (X;Z)✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) ✉♣ t♦ ❤♦♠❡♦♠♦r✲
♣❤✐s♠ ♦❢ RX✱ ✇❤❡r❡ A ⊂ X ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ r❡❛❧✐③✐♥❣ α ✐♥
H2(X;Z)✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ A ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞
✐♥ RX✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ H1(RX;Z/2Z)✱
❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ RX ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡✲
s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥⊔
i=1,..lBi ♦❢ l ❞✐s❥♦✐♥t ❝✐r❝❧❡s ✐♥ RP
2 ❛♥❞ ✐♥ S2✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ S2 ✐s
❝❛❧❧❡❞ ♦✈❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ RP 2 ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿
✐❢ ✐t r❡❛❧✐③❡s t❤❡ tr✐✈✐❛❧✲❝❧❛ss ✐♥ H1(RP 2;Z/2Z)✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❛❧ ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t
✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡✳
▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ♦✈❛❧ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R2✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
⊔
i=1,..lBi
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R2✱ r❡s♣✳ ✐♥ RP 2✳ ❆♥ ♦✈❛❧ Bi ✐♥ R2✱ r❡s♣✳ ✐♥ RP 2✱ s❡♣✲
❛r❛t❡s t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥✲❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❞✐s❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✈❛❧❀ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✈❛❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦✈❛❧s✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡✲
r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈❡
♣❛✐r✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛✐r
(R2,
⊔
i=1,..lBi)✱ r❡s♣✳ (RP
2,
⊔
i=1,..lBi)✳
❆♥ ❡♠♣t② ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♦✈❛❧s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 0✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ l ♦✈❛❧s r❡❛❧✐③❡s
l ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ 〈S〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❛❧s r❡❛❧✐③✐♥❣ S✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✈❛❧s✱
r❡❛❧✐③✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② S ′ ❛♥❞ S ′′ ✐♥ R2 ✭r❡s♣✳ RP 2✮✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S ′ ⊔ S ′′ ✐❢
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❛❧s ♦❢ ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❛❧s ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡ ✐♥ RP 2 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② J ✳
❙✐♥❝❡ R2 ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ S2 ❞❡♣r✐✈❡❞ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r
(S2,
⊔
i=1,..,lBi) r❡❛❧✐③❡s S ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t p ∈ S
2 \
⊔
i=1,..,lBi s✉❝❤ t❤❛t
(S2 \ {p},
⊔
i=1,..,lBi) r❡❛❧✐③❡s S✳
❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ 8 ♦✈❛❧s ✐♥
S2 ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣♦✐♥t p ∈ S2✳ ❚❤❡ ♣❛✐r (S2,
⊔
i=1,..,8Bi)
r❡❛❧✐③❡s 1 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈3〉✳ ❲❤✐❧❡✱ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 6 ❝✐r✲
❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ RP 2 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ (RP 2,
⊔
i=1,..,6Bi) r❡❛❧✐③❡s
J ⊔ 〈〈1〉〉 ⊔ 〈1〉✳
✶✸
✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ A ⊂ X ❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡✳
❲❡ s❛② t❤❛t A ❤❛s r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s S✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✈❛❧s ✐♥ RP 2 ❛♥❞ S2✳
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ S2 ❛♥❞ RP 2✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ h ♦✈❛❧s ✐♥ RP 2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥❡st ♦❢ ❞❡♣t❤ h ✐❢
❛♥② t✇♦ ♦✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r✳ ▲❡t N1 ❛♥❞ N2 ❜❡ t✇♦
♥❡sts ♦❢ ❞❡♣t❤ i1 ❛♥❞ i2 ✐♥ RP 2✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♥❡sts ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r
♦❢ ♦✈❛❧s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❛❧ ♦❢ N1 ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❛❧ ♦❢ N2✱ ✐s ♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Nh ♦❢ h ♦✈❛❧s ✐♥ S2 ✐s ❛ ♥❡st ✐❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S2 \Nh ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❞✐s❦ ♦r ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s✳
▲❡t Nik ❜❡ k ♥❡sts ♦❢ ❞❡♣t❤ ik ✐♥ S
2✱ ✇✐t❤ k ≥ 3✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♥❡sts ❛r❡
❞✐s❥♦✐♥t ✐❢ ❛ ❞✐s❦ ♦❢ S2 \Nij ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦t❤❡r k− 1 ♥❡sts✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, .., k}✳
✷✳✷ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
❚❤❡ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ 70✬s ❜② ❱✐r♦❀ ✐t t✉r♥❡❞
♦✉t t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❱✐r♦ ✉s❡❞ ✐t t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 7 ✐♥ RP 2
✭❬❱✐r✽✹❛❪✮✳
✷✳✷✳✶ ❚♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s
❋✐rst ❛❧❧ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉t s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②t♦♣❡s❀ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡s❡
s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❋✉❧✾✸❪✱ ❬●❑❩✾✹❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❆ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✈❛r✐❡t② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦r✉s (C∗)n ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥
❞❡♥s❡ ♦r❜✐t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ Rn ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛
✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ Zn✳
❋♦r z = (z1, .., zn) ∈ (C∗)n ❛♥❞ w = (w1, .., wn) ∈ Zn✱ ♣✉t zw = z
w1
1 ..z
wn
n ✳
P✉t R+ = {x ∈ R|x ≥ 0} ❛♥❞ R∗+ = {x ∈ R|x > 0}✳ ▲❡t ∆ ⊂ R
n ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ N = Card(∆∩Zn)− 1✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② w0, ..., wN t❤❡ ✐♥t❡❣❡r
♣♦✐♥ts ♦❢ ∆✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❚❤❡ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ∆✱ ❞❡♥♦t❡❞ Tor(∆)✱ ✐s t❤❡
❩❛r✐s❦② ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t
{[zw0 : .. : zwN ] | z ∈ (C∗)n} ⊂ CPN .
✷✳✷✳ P❆❚❈❍❲❖❘❑■◆● ✶✺
❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠♦st st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❋✉❧✾✸❪✳ ❇♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ∆ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Zn ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ∆✳
❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦r✉s (C∗)n ♦♥ Tor(∆) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
z · [y0 : .. : yN ] = [z
w0y0 : .. : z
wN yN ],
❛♥❞ Tor(∆) ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t [1 : .. : 1] ✉♥❞❡r t❤✐s ❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Tor(∆) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ∆✳
❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✺✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ∆✱ ❛♥❞ ❧❡t wi0 , .., wis ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✐♥ts
♦❢ Γ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ CP s ✐♥t♦ CPN :
ΦN,s : CP
s −→ CPN
[y0 : .. : ys] 7→ [0 : .. : y0 : .. : ys : .. : 0],
✇❤❡r❡✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yj ✐s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ij✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ΦN,s ❣✐✈❡s r✐s❡
t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ Tor(Γ) ✐♥t♦ Tor(∆)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥② ✈❡rt❡① ♦❢ ∆ ❣✐✈❡s
❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Tor(∆)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ conj∆ ♦♥ Tor(∆) ✐s t❤❡ r❡str✐❝✲
t✐♦♥ t♦ Tor(∆) ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ conj ♦♥ CPN ✱ ✇❤❡r❡
conj : CPN −→ CPN
[y0 : .. : yN ] 7→ [y0 : .. : yN ].
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ∆ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts (0, 0)✱ (0, 1), (1, 0)
❛♥❞ (2, 0) ✐♥ R2✳ ❚❤❡♥ Tor(∆) ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ ✐♥ (CP 3, conj)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ▲❡t f =
∑
aiz
i ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ C[z1, .., zn]✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡t {i ∈ Zn|ai 6= 0} ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ♦❢ f ✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥t❡✲
❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ∆✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② P(∆) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ◆❡✇t♦♥
♣♦❧②t♦♣❡ ∆✳
▲❡t ∆ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✐♥ (R+)n ❛♥❞ ❧❡t
w0, .., wN ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ ∆✳ ▲❡t f =
∑
i=0,..,N
aiz
wi ∈ P(∆)✳ ❚❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ Tor(∆)✳ ❚❤✐s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Z(f) = {x ∈ (C∗)n|f(x) = 0}✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ▲❡t f =
∑
aix
i ∈ P(∆)✳ ▲❡t Γ ⊂ Zn ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ∆✳ ❚❤❡
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ f t♦ Γ ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ fΓ ❞❡✜♥❡❞ ❜② fΓ =
∑
i∈Γ
aix
i✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ∈ P(∆) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
✐❢ ❢♦r ❛♥② ❢❛❝❡ Γ ♦❢ ∆ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ∆ ✐ts❡❧❢✮✱ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ Z(fΓ) = {x ∈
(C∗)n|fΓ(x) = 0} ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳
▲❡t f ∈ P(∆)✱ ✇❤❡r❡ ∆ ⊂ (R+)n ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✲
✐✜❝❛t✐♦♥ Z(f) ♦❢ Z(f) ✐♥ Tor(∆)✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛r❡ r❡❛❧✱ t❤❡♥ Z(f) ✐s
❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t② ✐♥ (Tor(∆), conj∆)✳ ■❢ f ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱
t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❢❛❝❡ Γ ♦❢ ∆✱ t❤❡ s❡t Z(f) ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ Tor(Γ)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✶✳ ❆ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ∆ ✐s ❛ s❡t ♦❢
✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s (∆i)i∈I s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳
•
⋃
i∈I ∆i = ∆✱
• ✐❢ i, j ∈ I✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ∆i ∩∆j ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②t♦♣❡ ∆i ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ∆j✱ ♦r ❡♠♣t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷✳ ❆ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ (∆i)i∈I ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥✈❡① ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ν : ∆→ R ✇❤♦s❡
❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡s ∆i✳
❋♦r ε = (ε1, .., εn) ∈ (Z/2Z)n✱ ❧❡t sε : Rn → Rn ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞❡✜♥❡❞
❜②
sε(v1, .., vn) =
(
(−1)ε1v1, .., (−1)
εnvn
)
.
●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ∆ ⊂ (R+)n✱ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ ∆∗ t❤❡ ✉♥✐♦♥
⋃
ε∈(Z/2Z)n
sε(∆).
❙✉♣♣♦s❡ (∆i)i∈I t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ∆❀ t❤❡♥ ✐t ❡①t❡♥❞s t♦ ∆∗✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✸✳ ■❢ Γ ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ∆∗✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦rs α ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ Γ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Γ✱ ✐❞❡♥t✐❢② x ✇✐t❤ sα(x)✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② ∆ˆ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ∆∗
✉♥❞❡r t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt RTor(∆) ♦❢ Tor(∆) ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
∆ˆ✳
✷✳✷✳✷ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ t❤❡♦r❡♠
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❝❤❛rts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ st❛t❡ t❤❡ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✲
✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❬❱✐r✽✹❛❪✱ ❬❱✐r✽✹❜❪✱ ❬❱✐r✽✾❪✱ ❬❱✐r✵✻❪ ❛♥❞ ❬■❙✵✸❪✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❱✐r♦✬s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ (∆i)i∈I ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡
∆ ✐♥ (R+)n ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s fi✱ i ∈ I✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ X ✐♥ Tor(∆)✳ ❚❤❡
◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ♦❢ X ✐s ∆ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛rt ♦❢ X ✭❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ X ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s fi✬s ❛r❡ r❡❛❧✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ fi✬s✳
▲❡t ∆ ⊂ (R+)n ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✐♦r I(∆) ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s
V (∆)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣ µ∆ : (R∗+)
n → I(∆)✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦♠❡♥t ♠❛♣✱ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
µ∆(z) =
∑
i∈Zn∩∆
zi · i
∑
i∈Zn∩∆
zi
.
■❢ dim(∆) = n✱ t❤❡♥ µ∆ ✐s ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ζ : (C∗)n → (R∗+)
n × (S1)n s❡♥❞✐♥❣ z
t♦
(
(|z1|, .., |zn|), (
z1
|z1|
, .., zn|zn|)
)
✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ζ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ θ :
(R∗+)
n × (S1)n → Cn✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② s✉❜s❡t E ♦❢ (R∗)n✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② CE t❤❡
s✉❜s❡t θ(E × (S1)n) ♦❢ Cn✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✺✳ ❚❤❡ s❡t C∆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ∆✳
❚❤❡ ♠❛♣ M∆ = θ ◦ (µ∆, Id) ◦ ζ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❛♣✳
M∆ : (C
∗)n → (R∗+)
n × (S1)n → I(∆)× (S1)n → CI(∆).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✻✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt R∆ ♦❢ C∆ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ∆∗✳
✷✳✷✳ P❆❚❈❍❲❖❘❑■◆● ✶✼
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✼✳ ❚❤❡ ♠❛♣ M∆ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ∆ ✐s n✳ ❚❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ CI(∆) ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ (R∗)n ✈✐❛ M∆✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✽✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ P(∆) ❛♥❞ ❧❡t Z(f) ❜❡ t❤❡ s❡t
{z ∈ (C∗)n|f(z) = 0}. ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t M∆(Z(f)) ⊂ C∆❀
t❤❡♥✱ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ R∆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❤❛rt ♦❢ f ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤
Ch(f)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✾✳ ❋♦r ❛ ❢❛❝❡ Γ ♦❢ ∆✱ ♦♥❡ ❤❛s Ch(f) ∩ RΓ = Ch(fΓ)✳
❉❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣ π∆ : C∆ → Tor(∆) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢❛❝❡ Γ ⊂ ∆✱ ♦r ∆
✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ω ∈ CI(Γ) s✉❝❤ t❤❛t ω = MΓ(z)✱ t❤❡♥ π∆(ω) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ zi
❢♦r i ∈ Γ ∩ Zn ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✵✳ ❚❤❡ ♠❛♣ π∆ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ∆ ✐s n✱ t❤❡♥
π∆|
CI(∆)
✐s ❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ✐ts ✐♠❛❣❡✳
▲❡t ∆ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ (R+)n ❛♥❞ ❧❡t⋃
i∈I ∆i ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ∆✳ ❋♦r ❛♥② i ∈ I✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ fi s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿
• ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ I fi ∈ P(∆i) ❛♥❞ fi ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡❀
• ✐❢ Γ = ∆i ∩∆j ✱ t❤❡♥ fΓi = f
Γ
j ✳
❉❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f =
∑
w∈Zn∩∆
awx
w✱ s✉❝❤ t❤❛t f∆i = fi ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✶ ✭❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜❞✐✈✐✲
s✐♦♥
⋃
i∈I ∆i ♦❢ ∆ ✐s ❝♦♥✈❡① ✈✐❛ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ν : ∆ → R✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❱✐r♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
ft =
∑
w∈Zn∩∆
awt
ν(w)xw.
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts t0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ 0 < t < t0✱ t❤❡♥ ft ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐rs
(
(RTor(∆), π∆(Ch(ft))
)
❛♥❞
(
RTor(∆), π∆(∪i∈ICh(fi))
)
❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝✳
❲❡ s❛② t❤❛t ft ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❝❤❛rt ♦❢ ft✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ f1, ..., fn
✭r❡s♣✳ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ f1, .., fn✮✳
✷✳✷✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡s
❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐s♦t♦♣② t②♣❡s✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❇r✉s♦tt✐✬s ✇♦r❦
✭❬❇r✉✷✶❪✮✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐❢ ❛ ❝✉r✈❡ ❤❛s ♦♥❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥ts✱
♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡rt✉r❜ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚✇♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❇r✉s♦tt✐✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❍❛r♥❛❝❦ ❛♥❞
❍✐❧❜❡rt ✭s❡❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬❍❛r✼✻❪ ❛♥❞ ❬❍✐❧✸✸❪✮❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❣❛✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛♥② ❞❡❣r❡❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ r❡s♣✳ t♦ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❝♦♥✐❝✳
✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳
❚❤❡ ❱✐r♦✬s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ♣❡rt✉r❜ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✭❬■❆●+✾✽❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡rt✉r❜✐♥❣
r❡❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 7 ✇✐t❤ t✇♦ r❡❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ t②♣❡ J10✱ ❱✐r♦
❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 7 ✭❬❱✐r✽✹❛❪✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 8 ✐♥ RP 2 ✭❬❱✐r✽✾❪✮✳
■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✵✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ 5✲❢♦❧❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✭❬❱✐r✽✻❪✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❬❙❤✉✾✽❪✱ ❬❙❤✉✵✺❪ ❛♥❞ ❬❙❤✉✵✻❪✱ ❙❤✉st✐♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✶✱
✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ fi ❛♥❞ t❤❡✐r
tr✉♥❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ (C∗)n✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ✈✐❛ t❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳
✷✳✷✳✸✳✶ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ❝❤❛rts ✇✐t❤ ❛ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐t✐❡s
✐♥ ❬❙❤✉✵✺❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❙❤✉✵✺✱ ❚❤❡♦r❡♠✳ ✺❪ ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
▲❡t ∆ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ ✐♥ R2+ ❛♥❞ ❧❡t Tor(∆) ❜❡ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✳
▲❡t S : ∆ =
⋃k
i=1∆i ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ∆✳ ▲❡t
fi =
∑
(j,h)∈∆i∩Z2
aj,hx
jyh
❜❡ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇✐t❤ aj,h ∈ R ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t Ci = {fi = 0} ⊂ Tor(∆i) ❛r❡
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❢❛❝❡s Γst ⊂ ∆s ∩ ∆t s✉❝❤ t❤❛t Γst 6⊂ ∂∆ ❛♥❞
zst ∈ Tor(Γst) ∩ Cj ✐s ❛ r❡❛❧ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t ♦❢ Cj ✇✐t❤ Tor(Γst)✱ ❢♦r j = s, t✱
❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ♦✉t
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥ts zts✱ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ Ci ❝r♦ss❡s Tor(Γ′) tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❢♦r ❛♥②
❢❛❝❡ Γ′ ⊂ ∆i✱ ✇✐t❤ i = 1, .., k✳ ●❧✉✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ Ci✬s✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜t❛✐♥
❛ ❝❤❛rt ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿
r❡♣❧❛❝❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts
✐♥ ∆∗ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✐✳❡✳ t✇♦ ❞✐s❦s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
a) ♦r b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❚❤❡♥✱ ❙❤✉st✐♥ ✭❬❙❤✉✵✺❪✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t s✉❝❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛rt ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Tor(∆)✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿
✷✳✷✳✹ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s
❲❡ ❝❛♥ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✶ t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥
t♦r✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲t♦r✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦r ✐♥ r❡❛❧ ♥♦♥✲t♦r✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡♥✱
❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ tr② t♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t
s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥
✷✳✸✳ ❍■❘❩❊❇❘❯❈❍ ❙❯❘❋❆❈❊❙ ✶✾
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿
❬❙❚✵✻❛❪ ❛♥❞ ❬❙❚✵✻❜❪✱ ❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ❚②♦♠❦✐♥ ♣r♦✈❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
♦♥ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧ t♦r✐❝
s✉r❢❛❝❡s✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ❚②♦♠❦✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❇❉■▼✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇❤♦s❡
r❡❛❧ ♣❛rt ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥ts ✐♥
CP 2 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬❙❚✵✻❛✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✻✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✷ ✭❲❡❛❦ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✳✮✳ ❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❛t❛✿
• ❛ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r r❡❛❧ ✢❛t ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s π : X → T ♦✈❡r ❛
s♠♦♦t❤ ❜❛s❡ T ❀
• ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ s❤❡❛✈❡s Lt ♦♥ Xt = π−1(t)✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ s❤❡❛❢
L ♦♥ X✱ ❛♥❞
• ❛ s❡❝t✐♦♥ ξ0 ∈ H0(X0,L0)✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t ♦✉r ❞❛t❛ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭✶✮ Xt ✐s r❡❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② t 6= 0❀
✭✷✮ X0 = Λ1 ∪ Λ2 ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ③❡r♦ s❡t ♦❢ ξ0 ❜② C0✳ ❚❤❡♥ C0 = C10 ∪C
2
0 ✱ ✇❤❡r❡ C
i
0 = C0 ∩ Λ
i✱
✇✐t❤ i = 1, 2✳
✭✐✮ C0 ✐s ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡✳
✭✐✐✮ Ci0 ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ❝✉r✈❡ ✐♥ Λ
i✱ ✇✐t❤ i = 1, 2✳
✭✐✐✐✮ C0 ∩ Λ1 ∩ Λ2 ✐s r❡❞✉❝❡❞✳
✭✐✈✮ ❋♦r ❛♥② p ∈ C0 ∩ Λ1 ∩ Λ2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
p ∈ U ⊂ X s✉❝❤ t❤❛t X0 ∩ U ⊂ U ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❞✐✈✐s♦r✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t
H1(X0,L0) = 0.
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Uε(0) ⊂ T ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ✢❛t ❢❛♠✐❧② ♦❢
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s Ct ∈ |Lt|✱ ✇✐t❤ t ∈ Uε(0)✳
✷✳✸ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡s
❆ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♠♣❧❡① s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐❝ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦✈❡r CP 1 ✇✐t❤ ✜❜❡r CP 1 ✭❬❇❡❛✽✸❪✮ ❊✈❡r② ❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ ✐s
✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳
❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s Σn = P(OCP 1(n)⊕ C) ❢♦r n ≥ 0✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ Σn ❛❞♠✐ts ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥
πn : Σn → CP
1
✇✐t❤ ✜❜❡r CP 1 =: Fn✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Bn✱ r❡s♣✳ En✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ P(OCP 1(n)⊕{0})✱
r❡s♣✳ P({0} ⊕ C)✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Bn ✭r❡s♣✳ En ❛♥❞ Fn✮ ✐s n ✭r❡s♣✳
−n ❛♥❞ 0✮✳ ❲❤❡♥ n ≥ 1✱ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦r En ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡
❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡
✐♥ Σn ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ Σ0 = CP 1×CP 1✳ ❚❤❡ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ Σ1 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦✲
❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ❜❧♦✇♥✲✉♣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ Σ2 ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
Q0 : X
2 + Y 2 − Z2 = 0 ❜❧♦✇♥✲✉♣ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ CP 3✳ ❚❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ Σ2
✭r❡s♣✳ ♦❢ Σ1✮ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦✇♥✲✉♣ ♣♦✐♥t t♦ ❛
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ t♦ ❛ ❧✐♥❡✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❧♦✇♥✲✉♣
♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ❣r♦✉♣H2(Σn;Z) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z⊕Z ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss❡s [Bn]
❛♥❞ [Fn]✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ❈ ✐♥ Σn ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (a, b) ✐❢ ✐t r❡❛❧✐③❡s
t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss a[Bn] + b[Fn] ✐♥ H2(Σn;Z)✳ ◆♦t❡ t❤❛t [En] = [Bn]− n[Fn]
✐♥ H2(Σn;Z)✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Σn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr✐❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡✳
❲❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ Σn+1 ❢r♦♠ Σn ✈✐❛ ❛ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ β
p
n : Σn −− →
Σn+1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧♦✇✲✉♣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t p ∈ En ⊂ Σn ❛♥❞ ❛
❜❧♦✇✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r π−1n (πn(p))✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ Σn ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ t♦r✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s (0, 0), (0, 1), (1, 1), (n+1, 0)✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ a) ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ✐♥t❡❣❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥
♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (a, b) ♦♥ Σn✱ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛♣❡③❡
✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s (0, 0), (0, a), (b, a), (an + b, 0) ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ b)✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ Σn
✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ✐♥ (C∗)2✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Σn✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
RΣn✱ ✐s ❛ t♦r✉s ✐❢ n ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❛ ❑❧❡✐♥ ❜♦tt❧❡ ✐❢ n ✐s ♦❞❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣✐❝t
RΣn ❛s ❛ q✉❛❞r❛♥❣❧❡ ✇❤♦s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐❞❡s ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t REn✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t C ❜❡ ❛♥② t②♣❡ ■ r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ Σn❀ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ RC ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ πn t♦ RΣn ❞❡✜♥❡s ❛ S1✲❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡r S1 t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
1
1
n+ 1
1
a) P♦❧②❣♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ Σn
a
b
an+ b
a
b) ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (a, b) ♦♥ Σn
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿
L✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐s♦t♦♣② t②♣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ✐♥ RΣn✳
✷✳✹✳ ❉❊❙❙■◆❙ ❉✬❊◆❋❆◆❚ ✷✶
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ • ❚✇♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥
RΣn ❛r❡ L✲✐s♦t♦♣✐❝ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐s♦t♦♣② ♦❢ RΣn ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ♦♥❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ L t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡ ♦❢ L ❛♥❞ ✇❤♦s❡
r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ REn ✐s ❛♥ ✐s♦t♦♣② ♦❢ REn✳
• ❆♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ RΣn ✉♣ t♦ L✲✐s♦t♦♣②
♦❢ RΣn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ L✲s❝❤❡♠❡✳
• ❆ L✲s❝❤❡♠❡ ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (a, b) ✐♥ Σn ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✐s L✲✐s♦t♦♣✐❝ t♦ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ RΣn✳
• ❆ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ L✲s❝❤❡♠❡ ✐♥ RΣn ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts ❡❛❝❤ ✜❜❡r ✐♥
✶ ♦r ✸ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
REn✳
• ❆ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ η ✐♥ RΣn ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐❢ ✐t ✐♥t❡rs❡❝ts ❡❛❝❤ ✜❜❡r ✐♥
3 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s✳
✷✳✹ ❉❡ss✐♥s ❞✬❡♥❢❛♥t
❖r❡✈❦♦✈ ✐♥ ❬❖r❡✵✸❪ ❤❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡s r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ✐♥ RΣn ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ r❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦♥ CP 1✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❉❡❣t②❛r❡✈✱ ■t❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❩✈♦♥✐❧♦✈
✐♥ ❬❉■❩✶✹❪ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ s✉❝❤ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ♦r ■■✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐t s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ r❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② r✉❧❡❞ s✉r❢❛❝❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❖r❡✵✸❪ ❛♥❞ ❬❉■❩✶✹❪✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t n ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤ Γ ✐s
❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n ✐❢
• ✐t ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ CP 1✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦❢ CP 1❀
• ✐t ✐s ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿
◮ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ Γ ✐s ❝♦❧♦r❡❞ s♦❧✐❞✱ ❜♦❧❞ ♦r ❞♦tt❡❞❀
◮ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ Γ ✐s •✱ ◦✱ × ✭s❛✐❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✮ ♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡
❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
✭✶✮ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥②
◦✲✈❡rt❡① ✭r❡s♣✳ •✲✈❡rt❡①✮ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 4 ✭r❡s♣✳ 6✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❞❣❡s❀
✭✷✮ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ t②♣❡ ✐s 12n❀
✭✸✮ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ Γ ❢♦r♠ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ∂(CP 1 \Γ)
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ CP 1 \ Γ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮❀
✭✹✮ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts t♦ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ✈❡rt❡① ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r❀
✭✺✮ ×✲✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s♦❧✐❞ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❞♦tt❡❞
❡❞❣❡s❀
✭✻✮ ◦✲✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞♦tt❡❞ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❜♦❧❞
❡❞❣❡s❀

✷✳✹✳ ❉❊❙❙■◆❙ ❉✬❊◆❋❆◆❚ ✷✸
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r❞❡r ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✻ ❛♥❞ s✉❝❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✸ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❉■❩✶✹❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr✐❣♦♥❛❧
a)
•
b) c)
×
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦❧♦r❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✳
L✲s❝❤❡♠❡ ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t②♣❡ ■✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡ ✐s ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ ♦❢ t②♣❡ ■■✮ ✐❢ ✐ts ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢
t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ ♦❢ t②♣❡ ■■✮✳
• ✶
✷✸
✸
✷ ✶
✶✶
✷ ✷
✸✸
✸ ✸ ×
✶
✶
a) b)
× ×
2 3
× ×
3 2
× ×
2 2
× ×
3 3
×
1 1
×
2 3
×
3 2
×
2 2
×
3 3
c)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚②♣❡ ■ ❧❛❜❡❧✐♥❣✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Γ ✐s
♦❢ t②♣❡ ■ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❧❛❜❡❧ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ CP 1\Γ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs
1, 2 ♦r 3✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
• ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ •✲✈❡rt❡①✱ ♦r ❛ ◦✲✈❡rt❡① ♦❢ Γ✱ ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ a)❀
• ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ×✲✈❡rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣
t♦ Γ ∩ RP 1✱ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ b)❀
• ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ×✲✈❡rt✐❝❡s✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Γ ∩ RP 1✱
❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ c)✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Γ ✐s ♦❢ t②♣❡ ■■✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❬❉■❩✶✹❪ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ tr❡❛ts ♦♥❧② t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ r❡❛❧
♥♦❞❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✺ ✭❬❉■❩✶✹❪✮✳ ❆ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ♦♥ RΣn ✐s
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ ♦❢ t②♣❡ ■■✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts
r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ n ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮✳
❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✻✳ ❆ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ♦♥ RΣn ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜②
❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ n ♦❢ ✐ts r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ t②♣❡ ■ ❧❛❜❡❧✐♥❣
✭s❡❡ ❬❉■❩✶✹❪✮✳ ❙♦✱ ❧❛t❡r ♦♥✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t♦ ❛ r❡❛❧
tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t②♣❡ ■✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧❛❜❡❧ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳


✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳
❈❤❛♣t❡r ✸
❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ ✭✺✱✺✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝
❡❧❧✐♣s♦✐❞
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡t X ❜❡ CP 1 × CP 1 ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥
σ : X −→ X
(x, y) 7−→ (y, x)
✇❤❡r❡ x = [x0 : x1] ❛♥❞ y = [y0 : y1] ❛r❡ ✐♥ CP 1 ❛♥❞ x = [x0 : x1] ❛♥❞
y = [y0 : y1] ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ x ❛♥❞ y ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦♥ CP 1✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ X ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ S2✳ ■t ✐s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ t❤❛t X ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ CP 3✳ ❆ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ♦♥ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❜✐✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d)
P (x0, x1, y0, y1) =
d,d∑
i,j=1
ai,jx
i
1x
d−i
0 y
j
1y
d−j
0
✇❤❡r❡ d ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❛t✐s❢② ai,j = aj,i✳
❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RA ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❛❧s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
✐♥ X✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RA ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② (d− 1)2 + 1✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(d, d) ♦♥ X✳ ❲❡ s❛② t❤❛t A ❤❛s r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s S✳
❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (4, 4) ✭❛♥❞ ❧❡ss✮ ✐♥ X ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ ❬●❙✽✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♣ t♦
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) ✇❤❡r❡ A ✐s ❛
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ✐♥ X✳ ■❢ A ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧
❝✉r✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ✭▼❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ M ✲
❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, α ≡ 1 (mod 4), ✇✐t❤ α+ β + γ = 15.
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ s✉❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
M ✲❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5)✳
✷✼
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ❝♦♥❝❡r♥s r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ (M − i)✲❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(5, 5) ✐♥ X ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦r ♥♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♥❣✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✸ ✭✭M − 1✮ ❝✉r✈❡s✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✭M − 1✮✲❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, α ≡ 0 ♦r ✶ (mod 4), ✇✐t❤ α+ β + γ = 14.
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ s✉❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✭M − 1✮✲❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5)✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✹ ✭✭M−2✮✲❝✉r✈❡s✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✭M−
2✮✲❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ X✳ ■❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA)
r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
(1) α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, α ≡ 0 (mod 2), ✇✐t❤ α+ β + γ = 13;
✐❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■■✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s✿
(2) α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, α 6≡ 2 (mod 4), ✇✐t❤ α+ β + γ = 13.
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ (1) ❛♥❞ (2) ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✭M − 2✮✲❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t②♣❡ ■ ❛♥❞ ■■✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺ ✭❚②♣❡ ■ ❛♥❞ ■■ ❝✉r✈❡s✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✭M − i✮✲❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ X✱ ✇❤❡r❡ 3 ≤ i ≤ 17✳ ■❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■■✱
t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
(1) 0 ❛♥❞ 1,
(2) α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, ✇✐t❤ α+ β + γ = 17− (i− 2);
✐❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■✱ t❤❡♥ i = 4, 6, 8, 10, 12 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
(3) 〈〈〈〈1〉〉〉〉,
(4) α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, ✇✐t❤ α ≡ 0 (mod 2) ✇❤❡♥ α+ β + γ = 5, 9,
❛♥❞ ✇✐t❤ α ≡ 1 (mod 2) ✇❤❡♥ α+ β + γ = 7, 11.
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ (1), (2) ❛♥❞ (3), (4) ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t②♣❡ ■■ ❛♥❞ ■✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✻✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠
♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs (RX,RA) ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✶✳✷✱ ✸✳✶✳✸✱ ✸✳✶✳✹✱ ✸✳✶✳✺ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✐s♦t♦♣②✳
Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts
❣✐✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(5, 5) ✐♥ X✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t s✉❝❤ s②st❡♠ ♦❢
r❡str✐❝t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s r❡❛❧✐③✐♥❣
❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳
✸✳✷✳ ❘❊❙❚❘■❈❚■❖◆❙ ✷✾
✸✳✷ ❘❡str✐❝t✐♦♥s
✸✳✷✳✶ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♥❡sts
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❬❉❑✵✵✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 4.9.2❪ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✈❛❧s ✐♥ ❛♥②
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♥❡sts ♦❢ RA ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ d✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ ❢♦r ❛ ♥❡st
♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝✉r✈❡ A ✐s d✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■ ❛♥❞
❤❛s d ♦✈❛❧s✱ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡st ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ d ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✺✮✳
❚❤❡ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞✐❣r❡❡ (5, 5)
♦♥ X✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r (RA,RX) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
• 0 ❛♥❞ 1,
• α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉, ❢♦r 0 ≤ α+ β + γ ≤ 15,
• 〈〈〈〈1〉〉〉〉.
✸✳✷✳✷ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞
▼✐❦❤❛❧❦✐♥ ✭❬▼✐❦✾✹❪✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d)✱ ❢♦r ❛❧❧ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡r d✱ ✐♥ X✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♦r❡♠✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✳ ❬▼✐❦✾✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ 1❪ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ X✱ ✇✐t❤ d ♦❞❞✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RX \ RA s✉❝❤ t❤❛t RA ❜♦✉♥❞s B✳
• ■❢ A ✐s ❛ M ✲❝✉r✈❡✱ t❤❡♥
χ(B) ≡
d2 + 1
2
(mod 8).
• ■❢ A ✐s ❛ (M − 1)✲❝✉r✈❡✱ t❤❡♥
χ(B) ≡
d2 + 1
2
± 1 (mod 8).
• ■❢ A ✐s ❛ (M − 2)✲❝✉r✈❡ ❛♥❞
χ(B) ≡
d2 − 7
2
(mod 8),
t❤❡♥ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■✳
• ■❢ A ✐s ♦❢ t②♣❡ ■✱ t❤❡♥
χ(B) ≡ 1 (mod 4).
▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ■ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ X✳
❋✐① ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ RA✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦✈❛❧s ♦❢ RA ❜♦✉♥❞s ❛♥
❛♥♥✉❧✉s ✐♥ RX✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛✐rs✿ ❞❡♥♦t❡ ❜② Π− ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳
Π+✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦✈❛❧s r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✭r❡s♣✳ ❞✐✛❡r❡♥t✮ ✜rst ❤♦✲
♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥♥✉❧✉s✳ ❩✈♦♥✐❧♦✈ ✐♥ ❬❩✈♦✽✸❪ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t②♣❡ ■ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ X✳ ❚❤✐s
❢♦r♠✉❧❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ RX \ RA✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
❖r❡✈❦♦✈ ✐♥ ❬❖r❡✵✼❪ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐t ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥
❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦✐♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❬❩✈♦✽✸❪✱ ❬❖r❡✵✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷❪ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡ ■ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ X✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② l t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RA✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❢♦r♠✉❧❛✿
2(Π+ −Π−) = l − d
2 ✭✸✳✶✮
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✺✳ ❬❖r❡✵✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 1.3❪ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ t②♣❡ ■ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ RA ❤❛s ❛t ❧❡❛st d ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ RA ❤❛s d ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
♥❡st ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣t❤ d✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s
❢♦r r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ X✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣✐✈❡ ❡✈❡♥ ✜♥❡r
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✱ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷✱ ♠❛② ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞
❜② t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5)
♦♥ X✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5)
♦♥ X✱ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s
✸✳✶✳✷✱ ✸✳✶✳✸✱ ✸✳✶✳✹✱ ✸✳✶✳✺✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
✸✳✸ ❚❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❍✐r③❡❜r✉❝❤
s✉r❢❛❝❡
❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, d) ♦♥ t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ CP 3 st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (d, 0)
✐♥ Σ2 ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳
▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ (d, 0) ✐♥ Σ2✳ ◆♦✇✱ ❝✉t RΣ2 ❛❧♦♥❣ RE2✱
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ a)✱ ❛♥❞ ❣❧✉❡ t✇♦ ❞✐s❝s D1✱ D2 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✱ b)✳
❇② t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ 2✲s♣❤❡r❡ S2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RΣ2,RE2,RC) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t B ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s
✐♥ S2✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦♦❦ ❛t ❋✐❣ ✸✳✷ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t 1 ⊔ 〈1〉
✐♥ S2✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t s✉❝❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②✳
a) b)
D2
D1
RE2
RΣ2 S
2
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❋r♦♠ ❛ t♦r✉s t♦ ❛ ✷✲s♣❤❡r❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(d, 0) ✐♥ Σ2✳ ▲❡t B ❜❡ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r



✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳
i ◦ d ◦ e ◦ h ◦
g1 g2 g3 g4
RΣ6a)
i . d . e . h .
g1 g2 g3 g4
RΣ6b)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ a) ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ✜❜❡rs ♦❢ L ♦♥ RΣ6✿
η˜i,d,e,h,g✳ b) ❆ ♥♦❞❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡ ♦♥ RΣ6✿ ηi,d,e,h,g✳
✭✶✮ s+ k = 12 ✇✐t❤ s ∈ {6, 10}✱
✭✷✮ s+ k = 10 ✇✐t❤ s ∈ {5, 9}✱
✭✸✮ s+ k = 8 ✇✐t❤ s ∈ {0, 4, 6, 8}✱
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉❝❤ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ❢♦r g = s ❛♥❞
i+ d+ e+ h = k✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t②♣❡ ■
✐♥ Σ6 r❡❛❧✐③✐♥❣ ηi,d,e,h,g ❢♦r
✭✹✮ i+ d+ e+ h+ g = 8 ✇✐t❤ g = 0❀
✭✺✮ i+ d+ e+ h+ g = 6 ✇✐t❤ g ∈ {1, 3, 5}✱
✭✻✮ i+ d+ e+ h+ g = 4 ✇✐t❤ g ∈ {2, 4}✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✹✳✸✱ ✷✳✹✳✺✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ηi,d,e,h,g
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 6 t♦ ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ ■■✮✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮ r❡❛❧✐③✐♥❣
ηi,d,e,h,g✳
▲❡t η˜i,d,e,h,g ❜❡✱ ✉♣ t♦ L✲✐s♦t♦♣② ♦❢ RΣ6✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ❢♦✉r ✜❜❡rs ♦❢ L ♦♥ RΣ6 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❢♦r
i, d, e, h, g ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ (1) − (6) ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤s
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 6 ❛♥❞ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ηi,d,e,h,g ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ η˜i,d,e,h,g ✭s❡❡ ❬❖r❡✵✸❪✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❣❧✉❡ 6 ❝✉❜✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧
❣r❛♣❤s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 6 ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ η˜i,d,e,h,g ✇❤❡r❡
i, d, e, h, g ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ g ≤ s ❛♥❞ 0 ≤ i+ d+ e+ h ≤ k✱ ❢♦r s, k ❛s ❧✐st❡❞
✐♥ (1)− (3) ❛❜♦✈❡✳ ❚②♣❡ ■ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ η˜i,d,e,h,g✱
❢♦r ✈❛❧✉❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (4)− (6) ❛❜♦✈❡✱ ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t②♣❡ ■ ✐♥ Σ6
r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ❛♥❞ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ Σ6 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐❝ L✲s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ c)✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✹✳✸✱ ✷✳✹✳✺✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 6 t♦ ❛ r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧
❣r❛♣❤ ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳ ■■✮✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t②♣❡
■ ✭r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✮ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠✳
❘❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 6 ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ L✲
s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ a), b) ❛♥❞ c) ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ d)✱ e) ❛♥❞ f)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ d)✱ e) ❛♥❞ f) ❛r❡ ♦❢
t②♣❡ ■ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ t②♣❡ ■ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✽✳


✸✳✹✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✸✼
❚❤❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ β−1p2 β
−1
p3 β
−1
p4 ((RΣ6,RC˜j)) ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱
r❡s♣✳ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ❛♥❞ Ξj((RΣ6,RC˜j))
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ a) ❢♦r j = 1✱ r❡s♣✳ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ b), c) ❛♥❞ d) ❢♦r j = 2, 3, 4✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ♦♥ Σ2✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ a), b), c) ❛♥❞
d) ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞✐❣r❡❡ (3, 4)
✐♥ Σ2 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝✉r✈❡ C4 ✇✐t❤ ❝❤❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ t②♣❡ ■ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C5 ♦❢ ❜✐❞✐❣r❡❡ (3, 4) ✐♥ Σ2 ✇✐t❤ ❝❤❛rt✱ r❡s♣✳
r❡❛❧ L✲s❝❤❡♠❡✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ e) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✱ r❡s♣✳ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ e) ♦❢ ❋✐❣✳
✸✳✶✶✱ ✇❤❡r❡ a′, b′ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s ❛♥❞ (a′, b′) = (3, 2) ♦r (9, 0)✳
a)C1
a
c b
c′
b)C2
i
g1
d
g2
e
g3
h
g4
c)C3
d)C4
a′
b′
e)C5
a′
b′
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❈❤❛rts ♦❢ t②♣❡ ■ ❝✉r✈❡s C1, C2, C3, C4, C5 ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 4) ✐♥ Σ2✳
✸✳✹✳✷ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✶✳✷✱ ✸✳✶✳✸✱ ✸✳✶✳✹✱ ✸✳✶✳✺✳ ❲❡ ♥❡❡❞
❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦st ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✉s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♣r❡✲
s❝r✐❜❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ r❡❛❧ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❤✉st✐♥ ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦
❣❧✉❡ ❝❤❛rts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
t❤❡ ❝❤❛rt✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳✻✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✽✱ ✸✳✹✳✾✱ ✸✳✹✳✶✵ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t
❜② ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ♦♥
Σ2✳ ❚❤✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✐♠♠❡❞✐✲
❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5)
♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✼✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✽✱ ✸✳✹✳✾✱ ✸✳✹✳✶✵ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ◦ ✭r❡s♣✳ ∗✮ ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ✭r❡s♣✳
t②♣❡ ■■✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛❧♠♦st ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✶✳✷✱ ✸✳✶✳✸✱ ✸✳✶✳✹ ❛♥❞ ✸✳✶✳✺✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ❛❜♦✈❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✾ ❛♥❞ ✸✳✹✳✶✵✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜②
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✿
✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳
a)D1 b)D2
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❈❤❛rts ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s
{y = 0} ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 0) ♦♥ Σ2✳
✭✶✮ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 1 ⊔ 〈4〉 ⊔
〈10〉 ❛♥❞ 1 ⊔ 〈7〉 ⊔ 〈7〉❀
✭✷✮ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✸ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 〈4〉 ⊔ 〈10〉
❛♥❞ 〈7〉 ⊔ 〈7〉❀
✭✸✮ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✹ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 〈4〉 ⊔ 〈9〉◦❀
✭✹✮ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✺ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 13◦✱ 1 ⊔
〈1〉 ⊔ 〈9〉◦✱ 1 ⊔ 〈3〉 ⊔ 〈7〉◦✱ 〈1〉 ⊔ 〈4〉◦✱ 1 ❛♥❞ 0✳
Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ r❡❛❧ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①✐s {y = 0} t❤❡r❡
❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s D1 ❛♥❞ D2 ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 0) ♦♥ Σ2 ✇❤♦s❡ ❝❤❛rts ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼ a) ❛♥❞ b) ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t {y = 0}
✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦
✸✳✹✳✻✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (1) − (4) ❣❧✉✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ Ci✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3, 4, 5✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ❛♥❞ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡
Dj ✱ ✇✐t❤ j = 1, 2✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✐t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡
Ci ♦❢ t②♣❡ ■ ✇✐t❤ D1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✾✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 1 ⊔ 〈4〉 ⊔ 〈10〉✱ 〈4〉 ⊔ 〈10〉✱ 〈4〉 ⊔ 〈9〉◦✱
13◦, 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈9〉◦ ❛♥❞ 1 ⊔ 〈3〉 ⊔ 〈7〉◦ ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ r❡❛❧ t❡♥ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①✐s {y = 0} t❤❡r❡ ❡①✐st
❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s C˜ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 0) ♦♥ Σ5 ✇❤♦s❡ ❝❤❛rts ❛r❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts {y = 0} ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ t❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛♥②
✜①❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t O ♦❢ RC˜ ✇❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦ ❢♦✉r r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✱ p1, p2, p3, p4
♦♥ ✐t ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾ c)✱ r❡s♣✳ d)✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ β−1p1 β
−1
p2 β
−1
p3 β
−1
p4 : (Σ5, C˜)→ (Σ1, C
′)✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛❧❧ pi ❛❧s♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ pi ✈✐❛ β−1pj ✱ j > i✱ i = 1, 2, 3✳ ❈❤♦♦s❡ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①❡s ✐♥ RΣ1 s✉❝❤ t❤❛t RC ′ ❤❛s ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✵ b)✱ r❡s♣✳ a) ✇❤❡r❡ t, s ❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s ❛♥❞ t + s = 3✱ ✭t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①❡s ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ C ′ ❛r❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✸✳✷✶ c)✱ r❡s♣✳ b)✳
■♥ ❬❖❙✶✻❪✱ ❖r❡✈❦♦✈ ❛♥❞ ❙❤✉st✐♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦♠❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (4, 0) ❛♥❞ t②♣❡ ■✱ r❡s♣✳ t②♣❡ ■■✱ ✐♥ Σ2 ✇❤♦s❡ ❝❤❛rts✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛①✐s {x = 0} ❛r❡ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶ a) ❢♦r (α, β, γ) = (5, 0, 2), (8, 1, 0) ❛♥❞ (4, 1, 0)✱ r❡s♣✳
(7, 0, 1)✱ ✇❤❡r❡ α, β, γ ❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳✻✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡s 〈4〉 ⊔ 〈9〉◦✱ 13◦, 1 ⊔ 〈4〉 ⊔ 〈10〉✱ 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈9〉◦✱ 1 ⊔ 〈3〉 ⊔ 〈7〉◦
❛♥❞ 〈4〉 ⊔ 〈10〉 ❣❧✉✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s C ′❀ t❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛rts ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✷✳
✸✳✹✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✸✾
a)
a
c
b
c′
b)
a
c
b
c′
c)
i
g1
d
g2
e
g3
h
g4
d)
i
g1
d
g2
e
g3
h
g4
e) f)
g)
a′
b′
h)
a′
b′
i)
a′
b′
l)
a′
b′
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❈❤❛rts ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ✐♥ Σ2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s Ci ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ ❛♥❞ D1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✵✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 1 ⊔ 〈7〉 ⊔ 〈7〉✱ 〈7〉 ⊔ 〈7〉✱ 〈1〉 ⊔ 〈4〉◦✱
1 ❛♥❞ 0 ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥
t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ X✳
Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 0 ✭r❡s♣✳ 1✮✱ ✇❡ ❥✉st
♣❡rt✉r❜ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ r❡❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ CP 3 ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ RX
✭r❡s♣✳ ✇❤♦s❡ ❥✉st ♦♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts RX✮ t♦ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 5✳ ❋♦r t❤❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 〈1〉 ⊔ 〈4〉◦ ❛♥❞ 1 ⊔ 〈7〉 ⊔ 〈7〉 ✭r❡s♣✳ 〈7〉 ⊔ 〈7〉✮
✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ❱✐r♦✬s ✭r❡s♣✳ ❙❤✉st✐♥✬s✮
♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
▲❡t L ❜❡ ❛♥② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞
✜✈❡ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ L✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ q✉✐♥t✐❝s
✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳
a)
c)
p1 p4
p2 p3
b)
d)
p1
p4
p2
p3
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❈❤❛rts ❛♥❞ L✲s❝❤❡♠❡s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(2, 0) ♦♥ RΣ5✳
a)
t s
b)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ L✲s❝❤❡♠❡s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 4) ♦♥ Σ1✳
a)
α
β γ
b)
(0, 5)
(2, 4)
t
s
c)
(0, 5)
(2, 4)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ a) ❈❤❛rts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (4, 0) ♦♥ Σ2✳ b), c)
❈❤❛rts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 4) ♦♥ Σ1✳
a)
α
t
sβ γ
b)
α
β γ
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❈❤❛rts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ♦♥ Σ2✳
♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② N216
✭s❡❡ ❬❱✐r✽✻❪✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ q✉✐♥t✐❝s
R1, R2 ❛♥❞ R3 ✇❤♦s❡ ❝❤❛rts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸ a), b) ❛♥❞
c) ✇✐t❤ (p, q) = (6, 0), (0, 6)✱ n = 4✱ ✇❤❡r❡ p✱ q ❛♥❞ n ❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t
Ph(x, y, z) =
∑
i+j≤5
ai,jx
iyjz5−i−j
❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❛ q✉✐♥t✐❝ Rh✱ ✇✐t❤ h = 2✱ 3✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡ ✜①❡❞
✸✳✹✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✹✶
a)R1 b)R2
p
q
c)R3
n
d)R˜3
n
e)R˜2
(10, 0)(5, 0)
q
(0, 5)
p
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❈❤❛rts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳
a) ❈❤❛rt ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ q✉✐♥t✐❝✳
q
p
b) ❈❤❛rt ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡✳
q
p
(10, 0)(5, 0)
(0, 5)
c)
q
p
d) ❈❤❛rt ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ♦♥ Σ2✳
q
p
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿
a) ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳
(0, 1)
(2, 0)
(0,−1)
b) ❈❤❛rt ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ♦♥ Σ2✳
q
p
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿
♣♦✐♥ts ♦♥ L✳ ❚❤❡♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Ph t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T :
Ph(x, y, z) 7→ Ph(xz, yz, x
2) ✇❡ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡s R˜h ✇❤♦s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡
P˜h(x, y, z) =
∑
i+j≤5
ai,jx
10−i−2jyjzi+j
✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝❤❛rts ❛r❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸ d) ❛♥❞ e) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r n =
4 ❛♥❞ (p, q) = (0, 6), (6, 0)✱ ✇❤❡r❡ n, p ❛♥❞ q st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s✳
▲❛t❡r ♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t Ph ❛♥❞ P˜h ❤❛✈❡
♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ s❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ai,j ❢♦r i+ j = 5✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 〈1〉 ⊔ 〈4〉◦✱ r❡s♣✳ 1 ⊔ 〈7〉 ⊔ 〈7〉✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❣❧✉✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
♣❧❛♥❡ q✉✐♥t✐❝ R1✱ r❡s♣✳ R2 ✇✐t❤ (p, q) = (0, 6)✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡
R˜3✱ r❡s♣✳ R˜2 ✇✐t❤ (p, q) = (6, 0)✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 5) ♦♥ t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 〈7〉 ⊔ 〈7〉 r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❞✉❡ t♦ ❙❤✉st✐♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✶✮✳ ❋♦r ❛♥② ❢♦✉r ✜①❡❞
r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ L✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ q✉✐♥t✐❝ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤r❡❡ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ L ❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇❤♦s❡
❝❤❛rt ✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹ a)✱ ✇❤❡r❡ (p, q) = (6, 0) ❛♥❞ (0, 6) ❛♥❞ p, q
❞❡♥♦t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦✈❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❡
✇✐t❤ ❝❤❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ ✈✐❛ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❛❜♦✈❡✳ ●❧✉✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❧❛♥❡
❝✉r✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ (p, q) = (6, 0) ❛♥❞ (p, q) = (0, 6)✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ c)
♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ✭✇❤❡r❡ p ❛♥❞ q ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧ t♦ 6✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❤❛rt
♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❇✉t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❙❤✉st✐♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥ts ✇✐t❤
❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✮❀ s❡❡ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❤❛rt ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (5, 0) ✐♥ Σ2 ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✱ ✇✐t❤ p = 6 ❛♥❞ q = 6✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ r❡❛❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✶
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡t Y ❜❡ CP 2 ❜❧♦✇♥ ✉♣ ❛t ❡✐❣❤t ♣♦✐♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥❀ t❤❡♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
Y ✐s ❛ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✭s❡❡ ❬❇❈❈+✵✽✱ ♣❛❣✳ ✷✽✾✲✸✶✷❪✱ ❬❉♦❧✶✷✱
❈❤❛♣t❡r ✽❪✮✳ ❚❤❡ ❛♥t✐✲❜✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ ψ : Y → CP 3 ❡①❤✐❜✐ts Y ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡
r❛♠✐✜❡❞ ❝♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r q✉❛❞r✐❝ Q ✐♥ CP 3❀ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❧♦❝✉s ♦❢
ψ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ V ♦❢ Q ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ s❡❝t✐♦♥ S˜ ♦♥ Q ❞✐s❥♦✐♥t
❢r♦♠ V ✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛♥② s✉❝❤ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡
1✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❈❤❡r♥ ❝❧❛ss c1(Y ) ✐s t❤❡ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ ✈✐❛ ψ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ Q ✭❬❉■❑✵✵❪✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ CP 3✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r✐❝ Q ❛♥❞ S˜ ❛r❡ r❡❛❧✳ ▲❡t Q1 ❛♥❞ Q2 ❜❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RQ \ (RS˜ ∪ {V }) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
Qi ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② RS˜ ∪ {V }✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❧✐❢ts t♦ Y ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ Q ✈✐❛ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ψ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Y ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
Qi✬s✳ ▲❡t c ❜❡ ❛ ❧✐❢t✐♥❣ t♦ Y ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥ Q✱ t❤❡♥ (Y, c) ✐s
R✲♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Q ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡✱ t❤❡ ❝✉❜✐❝ s❡❝t✐♦♥ S˜ ✐s r❡❛❧ ❛♥❞
♠❛①✐♠❛❧✱ ❛♥❞ RY := fix(c) ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ RP 2
⊔4
j=1 S
2❀ s❡❡ ❬❉❑✵✷❪✱
❬❉■❑✵✵❪ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❋r♦♠ ♥♦✇✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ s②♠❜♦❧ Q ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ X2+Y 2−Z2 = 0 ✐♥ CP 3✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ Q ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛♥❣❧❡ ✇❤♦s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦❞❡ V := [0 : 0 : 0 : 1]
♦❢ Q✳
❋♦r ❛♥② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉❜✐❝ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ Q✱ ♦♥❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥
♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✈✐❛ ❞♦✉❜❧❡ r❛♠✐✜❡❞
❝♦✈❡rs❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t ✉♣ t♦ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥❀ s❡❡ ❬❉❑✵✷❪✳
▲❡t c∗ : H2(Y ;Z) → H2(Y ;Z) ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ c ♦♥ Y ✱ ❛♥❞ ❧❡t H−2 (Y ;Z) ❜❡ t❤❡ (−1)✲❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ♦❢ c∗✳ ■❢ (Y, c)
✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ t❤❡♥ H−2 (Y ;Z) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② c1(Y ) ✭❬❇❈❈
+✵✽✱ ♣❛❣✳ ✷✽✾✲✸✶✷❪✮✱
❛♥❞ ❛♥② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ✐♥ Y r❡❛❧✐③❡s kc1(Y )✱ ✇❤❡r❡ k ✐s s♦♠❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥t❡❣❡r✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ❛♥❞
✹✸

✹✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✹✺
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Y1 ❛♥❞ Y2 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ Y3 ❛♥❞ Y4 ♥❡❣❛t✐✈❡✳
✹✳✶✳✷ ❘❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
⊔l
h=1Oh ♦❢ l ❞✐s❥♦✐♥t ❝✐r❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ RP
2✱ r❡s♣✳ S2✱
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RP 2,
⊔l
h=1Oh)✱ r❡s♣✳ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r
(S2,
⊔l
h=1Oh)✱ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
⊔l
h=1Oh
♦❢ l ❞✐s❥♦✐♥t ❝✐r❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ RY ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t Sj ❜❡ t❤❡ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ Yj ✇✐t❤ 0 ≤ j ≤ 4✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ ♣❛✐r (RY,
⊔l
h=1Oh) r❡❛❧✐③❡s S0 | S1 : S2 : S3 : S4✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳ ❲❡ s❛② t❤❛t S0 | S1 : S2 : S3 : S4 ✐s ❛ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss k ✭r❡s♣✳ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss k✮✱ ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ B ⊂ Y ♦❢ ❝❧❛ss k✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r (RY,RB) r❡❛❧✐③❡s S0 | S1 : S2 :
S3 : S4 ✭r❡s♣✳ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ S4 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r (RY,RB)
r❡❛❧✐③❡s S0 | Sσ(1) : Sσ(2) : Sσ(3) : Sσ(4)✮✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✭❝♦❛rs❡✮ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸
✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❖♥❡
❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ J ⊔ 〈1〉 | 1 : 1 : 0 : 0 ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss
3 ✐♥ Y ❀ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ J ⊔ 〈1〉 | 0 : 1 : 1 : 0 ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3 ✐♥
Y ❀ ✳
Y0 Y1 Y2 Y3 Y4
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✭❝♦❛rs❡✮ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3✳
✹✳✶✳✸ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✇✐t❤ k ∈ {1, 2, 3}✳ ❚❤❡♥ B r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
✭✶✮ ■❢ k = 1✿
✭✶✮ J ⊔ 1 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✷✮ J | 1 : 0 : 0 : 0❀
✭✸✮ J | 0 : 0 : 0 : 0✳
✭✷✮ ■❢ k = 2✿
✭✶✮ α ⊔ 〈β〉 | γ : δ : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ + δ ≤ 2✱ ❛♥❞ 0 ≤ γ ≤ δ❀
✭✷✮ 0 | α ⊔ 〈β〉 : γ : δ : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α + β + γ + δ ≤ 2✱ 0 ≤ γ ≤ δ ❛♥❞
0 ≤ α ≤ β❀
✭✸✮ 〈〈1〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0✳
✭✸✮ ■❢ k = 3✿
✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳
✭✶✮ J ⊔ α ⊔ 〈β〉 | γ : δ : ε : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α + β + γ + δ + ε ≤ 3 ❛♥❞
0 ≤ γ ≤ δ ≤ ε❀
✭✷✮ J ⊔ α ⊔ 〈〈β〉〉 | γ : 0 : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ ≤ 2 ❛♥❞ β 6= 0❀
✭✸✮ J | α ⊔ 〈β〉 ⊔ 〈γ〉 : δ : ε : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+β+γ+ δ+ ε+ ζ+η ≤ 2
❛♥❞ 0 ≤ β ≤ γ✱ 0 ≤ δ ≤ ε❀
✭✹✮ J ⊔ 〈〈〈1〉〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✺✮ J ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✻✮ J ⊔ 〈1 ⊔ 〈1〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✼✮ J ⊔ 1 | 1 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0❀
✭✽✮ J | 1 : 1 : 1 : 1❀
✭✾✮ J | 0 : 0 : 0 : 0✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t S0 |S1 : S2 : S3 : S4 ❜❡ ❛♥② r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐st✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S0 | Sσ(1) : Sσ(2) : Sσ(3) : Sσ(4)✱ ❢♦r ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ S4✱
✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳
✹✳✷ ❖❜str✉❝t✐♦♥s
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss
k ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② k✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥
❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ r❡❛❧✐③❡❞
❜② RB ❤❛s ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡ ✐❢ k ≡ 1 (mod 2) ❛♥❞ ♥♦ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡s
♦t❤❡r✇✐s❡✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t k ❜❡ ♦❞❞ ✭r❡s♣✳ ❡✈❡♥✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❢♦r♠ ♦♥ H−2 (Y ;Z) ❞❡s❝❡♥❞s ♦♥ H1(RY ;Z/2Z) ≃ H1(RP
2;Z/2Z)✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t RB ❤❛s ❛♥ ♦❞❞ ✭r❡s♣✳ ❡✈❡♥✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ B ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡ s✐♥❝❡ ❛♥② t✇♦ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡s ♠❡❡t ✐♥ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳
❉✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥ ❛
r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r l ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RB ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
ε ≤ l ≤
k(k − 1)
2
+ 2,
✇❤❡r❡ ε ∈ {0, 1} ✐s s✉❝❤ t❤❛t ε ≡ k (mod 2)✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s
✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳✶ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 1✱ 2 ❛♥❞ 3✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ✭❝♦❛rs❡✮ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✳
❚❤❡ ♥❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✇✐t❤ k > 3✳
✹✳✷✳ ❖❇❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✹✼
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k =
2s+ ε ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✇❤❡r❡ ε ∈ {0, 1} ❛♥❞
s ∈ Z≥1✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RB ❧✐❡ ♦♥ Y0 ❛♥❞ ♦♥ t ♦❢
t❤❡ Yj✬s✱ ❢♦r j = 1, 2, 3, 4✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Nh✱ ✇✐t❤ h = 1, 2, 3✱ ❛r❡ t❤r❡❡ ♥❡sts ♦❢
❞❡♣t❤ ih ♦❢ RB✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t i1 ≤ i2 ❛♥❞ N1, N2 ❢♦r♠ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛✐r ♦❢ ♥❡sts
✐♥ Y0❀ ✇❤✐❧❡ N3 ❧✐❡s ♦♥ s♦♠❡ Yj✱ ✇❤❡r❡ j 6= 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ♥❡sts✿
i1 + i2 ≤ 3s+ ε− t; ✭✹✳✶✮
i2 + i3 ≤ 3s+ ε− (t− 1). ✭✹✳✷✮
Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ P ♦❢ 6 ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ♦♥ Y ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss 3 ♦♥ Y ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P✳ ■❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛r❡ r❡❛❧
❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ RY ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t
♦❢ P✱ t❤❡♥ T ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ RT ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ RY ✳
▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ P ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❞✐s❦s ✐♥ Y0 \
2
⊔
h=1
Nh✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❡✈❡r②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Yj ✱ ✇✐t❤ j ≥ 1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ RB ❛♥②
t✐♠❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✈❛❧ ♦♥ Yj ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss 3 ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ RB ✇✐t❤ RT ✐s ❛t ❧❡❛st 2(i1 + i2 + t) + ε✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♥✉♠❜❡r B ◦T = 3(2s+ ε) ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts ♦❢ B ✇✐t❤ T ✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✹✳✷✮ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✹ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳ ▲❡t ✉s ❛♣♣❧② ✐♥❡q✉❛❧✐t② (1)
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S := 〈1〉 ⊔ 〈1〉 | 2 : 1 : 1 : 0
✐♥ ❝❧❛ss 4 ♦♥ RY ✐s ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
P ♦❢ 6 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts p1, .., p6 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹❀ t❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✹✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ❤❛s t✇♦ ♥❡sts ♦❢ ❞❡♣t❤ 2 ♦♥ Y0 ❛♥❞ ♦✈❛❧s ♦♥ Y1, Y2 ❛♥❞
Y3❀ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② (1) ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t 4 ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 3❀ t❤✐s
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ✐s ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss 4✳
p1
p2 p3
p4
p5
p6
Y0 Y1 Y2 Y3 Y4
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss 4✳
❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✺✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r✲t②♣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥ Y ✭s❡❡ ❬❇r✉✶✽❪✮✱
♦t❤❡r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss
k ≥ 4 ♦♥ Y ✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥
✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ❢♦r r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss d ♦♥ ❛
4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳
✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳
✹✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
✹✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡
▲❡t BlV : Σ2 → Q ❜❡ t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ Q ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ V ❀ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ Σ2 ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦✇♥✲✉♣ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❧♦✇♥✲✉♣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ H2(Σ2;Z) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
Z ⊕ Z ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss❡s [B2] ❛♥❞ [F2]✳ ▲❡t C˜ ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦♥ Q ❛♥❞ C t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ C˜ ✈✐❛ Bl−1V ✐♥ Σ2✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ C ✐s
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (k, l) ✐❢ ✐t r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss k[B2] + l[F2] ✐♥
H2(Σ2;Z)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡t k ❛♥❞ l ❜❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C˜ ♦♥ Q ❤❛s ❜✐❞❡❣r❡❡ (k, l) ✐❢ Bl−1V (C˜) ❤❛s ❜✐❞❡❣r❡❡ (k, l) ✐♥ Σ2✳
▲❡t S˜ ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Q ❛♥❞ ❧❡t Y ❜❡ ❛ r❡❛❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ψ : Y → Q
r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ S˜✳ ▲❡t T ❜❡ ❛♥② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (k, ε)✱ ✇✐t❤
ε ∈ {0, 1}✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT )✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ψ−1(T ) ♦❢ ❝❧❛ss 2k+ε ✐♥ Y ✳ ❙❡❡
❛s ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT )❀
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ J ⊔ 1 | 1 : 0 : 1 : 2 ♦♥ RY ✳
(RQ,RS˜,RT )
ψ
J ⊔ 1 | 1 : 0 : 1 : 2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ Pr❡✐♠❛❣❡ ✈✐❛ ψ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT )✳
❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳ ▲❡t S˜ ❛♥❞ T1 ❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ Q r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ❛♥❞ (1, 0)✳ ▲❡t F ❜❡ ❛♥② r❡❛❧ ❧✐♥❡ ♦♥ Q✳ ❇② ❛ s♠❛❧❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡rt✉r❜ T1∪F ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1) ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T2 ♦♥ Q✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT1 ∪ RF ) ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t
(RQ,RS˜,RT2)✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✸ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✮✳ ▲❡t S˜✱ T1 ❛♥❞ F ❜❡ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ Q r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0)✱ (1, 0) ❛♥❞
(0, 1)✳ ▲❡t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ (RQ,RS˜,RT1 ∪ RF ) ❜❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✻✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♣❡rt✉r❜ T1 ∪ F ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡
(1, 1) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T2 ♦♥ Q s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
(RQ,RS˜,RT2) ✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳
(RQ,RS˜,RT1 ∪ RF ) (RQ,RS˜,RT2)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳
✹✳✸✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✹✾
✹✳✸✳✷ ❙♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ◗
■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✶✳✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ▲❡t S0 |S1 : S2 : S3 : S4 ❜❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S0 | Sσ(1) : Sσ(2) : Sσ(3) : Sσ(4) ✐s r❡❛❧✐③✲
❛❜❧❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ S4✱ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ✐♥ ❛ r❡❛❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✇✐t❤ k ∈ {1, 2, 3}✳
✭✶✮ ❋♦r k = 1✿
✭✶✮ J ⊔ 1 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✷✮ J | 1 : 0 : 0 : 0❀
✭✸✮ J | : 0 : 0 : 0 : 0✳
✭✷✮ ❋♦r k = 2✿
✭✶✮ α ⊔ 〈β〉 | γ : δ : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ + δ ≤ 2✱ ❛♥❞ 0 ≤ γ ≤ δ❀
✭✷✮ 〈〈1〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0✳
✭✸✮ ❋♦r k = 3✿
✭✶✮ J ⊔ α ⊔ 〈β〉 | γ : δ : ε : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α + β + γ + δ + ε ≤ 3✱ ❛♥❞
0 ≤ γ ≤ δ ≤ ε < 3❀
✭✷✮ J ⊔ α ⊔ 〈〈β〉〉 | γ : 0 : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ ≤ 2 ❛♥❞ β 6= 0❀
✭✸✮ J ⊔ 〈〈〈1〉〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✹✮ J ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 | 0 : 0 : 0 : 0❀
✭✺✮ J ⊔ 〈1 ⊔ 〈1〉〉 | 0 : 0 : 0 : 0✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ S˜ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Q
✇✐t❤ r❡❛❧ ♣❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ✭r❡s♣✳ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✼✮✳ ❆♥② r❡❛❧ ❧✐♥❡
F ♦♥ Q ❧✐❢ts t♦ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 1 ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1❀ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ r❡❛❧ ❧✐♥❡s ♦♥ Q✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs
❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (1) ❛❜♦✈❡✳
❋♦r ❛♥② t✇♦ ❧✐♥❡s F1, F2 ♦♥Q t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥H ⊂ CP 3 ♣❛ss✲
✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ V s✉❝❤ t❤❛t Q∩H = F1∪F2✳ ▼♦✈✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② H✱ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T1 ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) ♦♥ Q s✉❝❤ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RF1 ∪ RF2) ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT1)✳ ❙❡❡ ❛s ❡①❛♠♣❧❡ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✾✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
❛ (0, 2) r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Q ✇✐t❤ ❛♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥
H ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ V ❀ r❡s♣✳ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✾✱ ♠♦✈✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② H✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ (1, 0) r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦♥ Q✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ S˜ ❛♥❞ t✇♦ ❧✐♥❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s T1 ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (2) ❛r❡
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 2 ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s T1✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s T2 ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (3) ❛r❡
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RQ,RS˜,RT1)
✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ✭r❡s♣✳ (RQ,RS˜,RT2) ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✾✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 1 ⊔ 〈1〉 | 0 : 0 : 0 : 0 ✭r❡s♣✳ J ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 | 0 : 0 : 0 : 0✮ ✐s
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 2 ✭r❡s♣✳ 3✮ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳
✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿
RF
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿
RH ∩ RQ RT1 RT2
a) b) c)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ a) (RQ,RS˜,RH)✳ b) ❆❢t❡r ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥ H✳ c)
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳
✹✳✸✳✸ ❍❛r♥❛❝❦✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ◗
■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✶✳✻✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❍❛r♥❛❝❦✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜♦t❤
❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ S˜ ❛♥❞ ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T1 ♦♥ Q✳ ❱✐❛ ❍❛r♥❛❝❦✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡
(3, 0)✱ (1, 0) ❛♥❞ (1, 1) ♦♥ Q ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (1) ❛♥❞
(2) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 2 ❛♥❞ 3
✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳ ▲❡t S0 |S1 : S2 : S3 : S4 ❜❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S0 | Sσ(1) : Sσ(2) : Sσ(3) : Sσ(4) ✐s r❡❛❧✐③✲
❛❜❧❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ S4✱ ❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ♦♥ ❛ r❡❛❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✱ ✇✐t❤ k ∈ {2, 3}✳
✭✶✮ ■❢ k = 2✿
✭✶✮ 0 | α : β : γ : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ ≤ 3✱ ❛♥❞ 0 ≤ α ≤ β ≤ γ✳
✭✷✮ ■❢ k = 3✿
✭✶✮ J | α ⊔ 〈β〉 : γ : δ : ε✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+β+γ+δ+ε ≤ 4✱ 0 ≤ γ ≤ δ ≤ ε
❛♥❞ 0 ≤ α ≤ β❀
✭✷✮ J ⊔ 1 | α ⊔ 〈β〉 : 0 : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β ≤ 2 ❛♥❞ 0 ≤ α ≤ β❀
✭✸✮ J | 0 : 0 : 0 : 0✳
Pr♦♦❢✳ ❋✐① ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T1 ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) ♦♥ Q✳ P✐❝❦
❛♥② ♦t❤❡r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ L1 ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) ♦♥ Q s✉❝❤ t❤❛t T1 ∩ L1
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡t P0(x, y)P1(x, y) = 0 ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ T1 ❛♥❞ L1 ✐♥ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❛✣♥❡ ❝❤❛rt
♦❢ Q✳ ❈❤♦♦s❡ 4 r❡❛❧ ❧✐♥❡s Fi ♦♥ Q✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3, 4✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ tr❛♥s✲
✈❡rs❡❧② T1 ∪ L1✳ ❘❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ P0(x, y)P1(x, y) = 0
✹✳✸✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✺✶
RT1
RL1
RFi✬s
a)
RT2
b) c) d)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ a)−c) ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❍❛r♥❛❝❦✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ d) ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳
✇✐t❤ P0(x, y)P1(x, y) + εf1(x, y)f2(x, y)f3(x, y)f4(x, y)✱ ✇❤❡r❡ fi(x, y) = 0 ✐s
❛♥ ❛✣♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ Fi ❛♥❞ ε > 0 ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♠❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ L2 ♦❢ T1 ∪L1✱ ✇❤❡r❡ L2 ✐s ❛ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 0) s✉❝❤ t❤❛t
⊔4
i=1 Fi∩T1 = L2∩T1✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ a) ❛♥❞ b)❀ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ s❡❣✲
♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s Fi✬s✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ T1 ∪ L2✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ S˜ ♦❢ ❜✐❞✐❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Q✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵
✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ s♠❛❧❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ b) ❛♥❞ c)✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s S˜ ♦♥ Q ❛♥❞ ❜✐❞❡❣r❡❡
(1, 0)✱ r❡s♣✳ (1, 1) t❤❛♥❦s t♦ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✱ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s T1✱ r❡s♣✳ T2✱
♦♥ Q s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡ts (RQ,RS˜,RT1)✱ r❡s♣✳
(RQ,RS˜,RT2)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ (1) ❛❜♦✈❡✱ r❡s♣✳ (2) ❛❜♦✈❡✱
❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 2✱ r❡s♣✳ 3✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t
(RQ,RS˜,RT1) ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✭r❡s♣✳ (RQ,RS˜,RT2) ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✱ ✇❡
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 0 | 1 : 0 : 1 : 1 ✭r❡s♣✳ J | 1 : 1 : 1 : 1✮ ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡
❜② ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 2 ✭r❡s♣✳ 3✮ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✳
✹✳✸✳✹ ❚✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❲✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✼ ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✸✳✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✼ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✻ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢s r❡❧② ♦♥ ❱✐r♦✬s ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❞❡ss✐♥s ❞✬❡♥❢❛♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Q✱ ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡s
❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✼✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♦♥ Q
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❝❤❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ❛♥❞ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 2) ✐♥ Σ2
✇✐t❤ ❝❤❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ c) ❛♥❞ d)✳ ▲❡t η˜1✱ η˜2 ❜❡ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡s
♦♥ RΣ4 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ a) ❛♥❞ c)✳ ❉✉❡ t♦ ❚❤❡♦r❡♠
✷✳✹✳✸✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ η˜i ✐s ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ 4 t♦ ❛ r❡❛❧
tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ D˜i r❡❛❧✐③✐♥❣ η˜i✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ η˜i ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ b) ♦❢
❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✭r❡s♣✳ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✮ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ D˜i❀ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ D˜i✬s ❛r❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ 8 ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ 5 r❡❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ D˜i✬s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 0) ❛♥❞ ❛

✹✳✸✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ✺✸
s❝❤❡♠❡s 0 | 〈〈1〉〉 : 0 : 0 : 0 ❛♥❞ 0 | 0 : 0 : 〈〈1〉〉 : 0 ✭r❡s♣✳ J | 〈〈〈1〉〉〉 : 0 : 0 : 0
❛♥❞ J | 0 : 0 : 〈〈〈1〉〉〉 : 0✮✳
Pr♦♦❢✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 0) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s S˜ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 0) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s T1 ♦♥ Q❀ s❡❡ t❤❡ ❝❤❛rts ♦❢ S˜ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✶ a) ❛♥❞ b)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢
❝❧❛ss 2 ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ Y ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 0 | 〈〈1〉〉 : 0 : 0 : 0 ❛♥❞ 0 | 0 : 0 : 〈〈1〉〉 : 0✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❝✉r✈❡s T1✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡s J | 〈〈〈1〉〉〉 : 0 : 0 : 0✱ J | 0 : 0 : 〈〈〈1〉〉〉 : 0 ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜②
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ Y ✳
✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥
4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s
♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡t X ❜❡ CP 2 ❜❧♦✇♥ ✉♣ ❛t s❡✈❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥❀ t❤❡♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡X
✐s ❛ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ✭s❡❡ ❬❇❈❈+✵✽✱ ♣❛❣✳ ✷✽✾✲✸✶✷❪✱ ❬❉♦❧✶✷✱ ❈❤❛♣t❡r
✽❪✮✳ ❚❤❡ ❛♥t✐✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠ φ : X → CP 2 ❡①❤✐❜✐ts X ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ r❛♠✐✜❡❞
❝♦✈❡r ♦❢ CP 2❀ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❧♦❝✉s ♦❢ φ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
q✉❛rt✐❝ Q ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f(x, y, z)✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
t❤❡ ✜rst ❈❤❡r♥ ❝❧❛ss c1(X) ✐s t❤❡ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ ✈✐❛ φ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ CP 2
✭❬❉■❑✵✵❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ X ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✐♥ CP (1, 1, 1, 2) ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) = w2✱
✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x✱ y✱ z ❛♥❞ w r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ✇❡✐❣❤ts 1 ❛♥❞ 2✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
❛♥② ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ q✉❛rt✐❝ ②✐❡❧❞s
❛ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳
■❢ ♦♥❡ ❡q✉✐♣s X ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ✱ t❤❡ q✉❛rt✐❝ Q ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ f(x, y, z) ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡ (X,σ) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ CP (1, 1, 1, 2) ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) = w2✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r φ ♣r♦❥❡❝ts RX ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥
Π+ := {[X : Y : Z] ∈ RP
2 : f(x, y, z) ≥ 0}.
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ q✉❛rt✐❝
Q ⊂ CP 2 ❛♥❞ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) ♦❢ Q ②✐❡❧❞s ❛
r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ X ✐s R✲♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ RX ✐s
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❡✐t❤❡r t♦
⊔4
i=1 S
2 ♦r t♦
⊔3
i=1 S
2✳ ▼♦r❡♦✈❡r X ✐s R✲♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤
RX ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
⊔4
j=1 S
2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Q ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧
q✉❛rt✐❝ ❛♥❞ Π+ ✐s ♦r✐❡♥t❛❜❧❡❀ s❡❡ ❬❉❑✵✷❪ ❛♥❞✱ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ 2 r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ✳ ■❢ RX ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
⊔4
j=1 S
2✱ ✇❡ s❛② t❤❛t X ✐s
❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RX ✇✐t❤ X1, X2, X3, X4✳
❚❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C ⊂ CP 2 ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✈✐❛
φ ✐s ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ⊂ X r❡❛❧✐③✐♥❣ dc1(X) ✐♥ H2(X;Z)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❢r♦♠ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RP 2,RQ,RC)✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA)✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
✺✺

✺✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✺✼
Sj ❜❡ t❤❡ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ Xj ✱ ✇✐t❤
1 ≤ j ≤ 4✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r (RX,
⊔l
h=1Oh) r❡❛❧✐③❡s S1 : S2 : S3 : S4✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✳ ❲❡ s❛② t❤❛t S1 : S2 : S3 : S4 ✐s ❛ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡
✐♥ ❝❧❛ss d✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✱ ❛♥❞
❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ⊂ X ♦❢ ❝❧❛ss d✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s
S1 : S2 : S3 : S4✳
❲❡ ❝❧❛ss✐❢② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❧❛ss
✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻ ❣✐✈❡s ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❛ss 1 ❛♥❞ 2❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✼
❣✐✈❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢
❝❧❛ss 3✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✹
❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❝❧❛ss 1
❛♥❞ 2✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻ ✭❈❧❛ss ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss d = 1, 2 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛✐r (RA,RX) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s✿
✭✶✮ ✐❢ d = 1✿
• α : β : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β ≤ 2❀
✭✷✮ ✐❢ d = 2✿
• α : β : γ : δ✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ + δ ≤ 4❀
• 〈α〉 ⊔ 〈β〉 : γ : 0 : 0✱ ✇✐t❤ 0 ≤ α+ β + γ ≤ 2✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧
❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss d ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣
S✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✼ ✭❈❧❛ss ✸✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧
❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♣❛✐r (RA,RX) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r
❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (◦) ♦r (⋆)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢
❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❧✐③✐♥❣ ✐t✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✼ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✷✳✺✱ ✺✳✹✳✶
❛♥❞ ✺✳✹✳✶✹✳
❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✽✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉✱ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✼✱ ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡ ♦♥ ❛
4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ✭ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳
❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✾✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ❙❤✉st✐♥ ❢♦r ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤ts ❛♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
r❡❛❧ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦♥ r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s Xk ♦❢
❞❡❣r❡❡ 2 ✭r❡s♣✳ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭RP 2 ❛♥❞✮
k ≤ 3 s♣❤❡r❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✼✱ ✺✳✶✳✻
✭r❡s♣✳ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✮ ❜② ❧✐st✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❧② k s♣❤❡r❡s✳
■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
✐s ❛♥ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✺✳✶✳✼✱ ✺✳✶✳✻ ✭r❡s♣✳ ♦❢ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✹✳✶✳✻✮❄ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r q✉❡st✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳
❇✉t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
s✉❝❤ q✉❡st✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ r❡❛❧ s✉r❣❡r✐❡s ♦❢ RXk ❛❧♦♥❣ r❡❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♣❤❡r❡s ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇r✉✶✽❪✳
✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
5 : 1 : 1 : 1 (⋆) 2 ⊔ 〈2〉 : 3 : 0 : 0 (⋆)
4 : 2 : 1 : 1 (⋆) 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 3 : 0 : 0 (⋆)
3 : 3 : 1 : 1 (⋆) 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 3 : 0 : 0
3 : 2 : 2 : 1 (⋆) 5 : 〈〈1〉〉 : 0 : 0 (⋆)
2 : 2 : 2 : 2 (◦) 1 ⊔ 〈3〉 : 〈〈1〉〉 : 0 : 0 (⋆)
6 : 1 : 1 : 0 (⋆) 2 ⊔ 〈2〉 : 〈〈1〉〉 : 0 : 0
1 ⊔ 〈4〉 : 1 : 1 : 0 (⋆) 4 : 4 : 0 : 0 (⋆)
2 ⊔ 〈3〉 : 1 : 1 : 0 1 ⊔ 〈2〉 : 4 : 0 : 0 (⋆)
5 : 2 : 1 : 0 (⋆) 〈〈〈1〉〉〉 : 4 : 0 : 0 (⋆)
1 ⊔ 〈3〉 : 2 : 1 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈2〉 : 1 ⊔ 〈2〉 : 0 : 0 (⋆)
2 ⊔ 〈2〉 : 2 : 1 : 0 8 : 0 : 0 : 0 (◦)
4 : 3 : 1 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈6〉 : 0 : 0 : 0 (⋆)
1 ⊔ 〈2〉 : 3 : 1 : 0 (⋆) 2 ⊔ 〈5〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
4 : 2 : 2 : 0 (⋆) 3 ⊔ 〈4〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
1 ⊔ 〈2〉 : 2 : 2 : 0 (⋆) 〈1〉 ⊔ 〈5〉 : 0 : 0 : 0 (⋆)
4 : 〈〈1〉〉 : 1 : 0 (⋆) 〈2〉 ⊔ 〈4〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
3 : 3 : 2 : 0 (⋆) 〈3〉 ⊔ 〈3〉 : 0 : 0 : 0
〈〈1〉〉 : 3 : 2 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈4〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
7 : 1 : 0 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈3〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈5〉 : 1 : 0 : 0 (⋆) 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈3〉 : 0 : 0 : 0
2 ⊔ 〈4〉 : 1 : 0 : 0 (◦) 2 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈2〉 : 0 : 0 : 0
3 ⊔ 〈3〉 : 1 : 0 : 0 3 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
〈1〉 ⊔ 〈4〉 : 1 : 0 : 0 (⋆) 4 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
〈2〉 ⊔ 〈3〉 : 1 : 0 : 0 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈3〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈3〉 : 1 : 0 : 0 〈1〉 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈2〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈2〉 : 1 : 0 : 0 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 0 : 0 : 0
2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 1 : 0 : 0 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0
3 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 1 : 0 : 0 (◦) 〈1〉 ⊔ 〈〈4〉〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
6 : 2 : 0 : 0 (⋆) 〈2〉 ⊔ 〈〈3〉〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈4〉 : 2 : 0 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈〈3〉〉 : 0 : 0 : 0
2 ⊔ 〈3〉 : 2 : 0 : 0 (◦) 1 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈〈2〉〉 : 0 : 0 : 0
〈1〉 ⊔ 〈3〉 : 2 : 0 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈3〉 ⊔ 〈〈1〉〉 : 0 : 0 : 0
〈2〉 ⊔ 〈2〉 : 2 : 0 : 0 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈〈2〉〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 2 : 0 : 0 2 ⊔ 〈2〉 ⊔ 〈〈1〉〉 : 0 : 0 : 0
2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 2 : 0 : 0 (◦) 3 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈〈1〉〉 : 0 : 0 : 0 (◦)
5 : 3 : 0 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1 ⊔ 〈2〉〉 : 0 : 0 : 0
1 ⊔ 〈3〉 : 3 : 0 : 0 (⋆) 1 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈2 ⊔ 〈1〉〉 : 0 : 0 : 0
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❘❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❝❧❛ss ✸
✺✳✷ ❖❜str✉❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r✲t②♣❡ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts
■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✷✳✷✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛ 4✲
s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r✲t②♣❡ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ♦♥ X✳ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s r❡❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ❣❡♥✉s ③❡r♦ ●r♦♠♦✈✲❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❲❡❧✵✺❪ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐❣♥s✱ t❤❡ r❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s
✇❤✐❝❤ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
2✱ t❤❡ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s
✭❬❙❤✉✶✹❪✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢
❣❡♥✉s 0 ≤ g ≤ 3❀ s❡❡ ❬■❑❙✶✼❪ ❛♥❞ ❬❙❤✉✶✹❪✳
✺✳✷✳ ❖❇❙❚❘❯❈❚■❖◆❙ ❇❆❙❊❉❖◆❲❊▲❙❈❍■◆●❊❘✲❚❨P❊ ■◆❱❆❘■❆◆❚❙✺✾
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ❬❙❤✉✶✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺❪ ▲❡t k ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1
❛♥❞ r1✱ r2 ❜❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t r1+ r2 = 2k✳ ▲❡t P ❜❡ ❛
❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 2k+2 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 s✉❝❤ t❤❛t Xi ❝♦♥t❛✐♥s ri ♣♦✐♥ts ♦❢ P✱ ✇✐t❤ i = 1, 2❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ X3
❛♥❞ X4 ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ P✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡
T ♦❢ ❝❧❛ss k ❛♥❞ ❣❡♥✉s 3 ✐♥ X ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
P ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RT ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ▲❡t k ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1 ❛♥❞ r1✱ r2 ❜❡
t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t r1+r2 = 2k✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss d ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ▲❡t t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RX t♦ ✇❤✐❝❤
RA ❜❡❧♦♥❣s✳
✭✐✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t RA ❤❛s ri ❞✐s❥♦✐♥t ♥❡sts Nh ♦❢ ❞❡♣t❤ jh ♦♥ Xi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇✐t❤ 1 ≤ h ≤ r1 ❢♦r i = 1✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ r1 + 1 ≤ h ≤ 2k ❢♦r i = 2✳
✭✶✮ ■❢ r1, r2 > 1✱ t❤❡♥
2k∑
h=1
jh ≤ dk − (t− 2)❀
✭✷✮ ■❢ r1 = 2k − 1 ❛♥❞ r2 = 1✱ t❤❡♥
2k−1∑
h=1
jh ≤ dk − (t− 1)✳
✭✐✐✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t k = 2 ❛♥❞ RA ❤❛s ❛ ♥❡st N1 ♦❢ ❞❡♣t❤ j1 ♦♥ X1 ❛♥❞ ❛ ♥❡st
N2 ♦❢ ❞❡♣t❤ j2 ♦♥ X2✳
✭✸✮ ❚❤❡♥✱ j1 + j2 ≤ 2d− (t− 2).
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ (i) ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t r1 ❛♥❞ r2 ❛r❡
str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t RA ❤❛s ❛t ❧❡❛st 3 ❞✐s❥♦✐♥t ♥❡sts ♦♥ Xi✱
✇✐t❤ i = 1, 2✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② (1)✱ ❧❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
P ♦❢ 2k+2 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r1 ✭r❡s♣✳
r2✮ ❞✐s❦s ✐♥ X1 \
r1
⊔
h=1
Nh ✭r❡s♣✳ X1 \
2k
⊔
h=r1+1
Nh✮✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣✐❝❦
❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Xj ✱ ✇✐t❤ j = 3, 4✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t
❜❡❧♦♥❣s t♦ RA ❛♥② t✐♠❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✈❛❧ ♦♥ Xj ✳
❚❤❡♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛ss✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss
k ❛♥❞ ❣❡♥✉s 3 ♦♥ X ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RT ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✇✐t❤ T ✐s ❛t ❧❡❛st 2(
2k∑
h=1
jh + (t − 2))✳ ■♥❡q✉❛❧✐t②
(1) ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r A ◦ T = 2dk ✐s
❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✇✐t❤ T ✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ (2) ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳
❙✉♣♣♦s❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ (ii)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ (3) ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ P ♦❢ 6 ♣♦✐♥ts ✐♥ X t❤❡r❡
❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss 2 ❛♥❞ ❣❡♥✉s 3 ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② r❡❛❧ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ P
❧✐❡s ♦♥ Xi✱ ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ T ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ RT ❤❛s ❡①❛❝t❧② 4 ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ P ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ 2 ❞✐s❦s ✐♥
Xi \Ni✱ ✇✐t❤ i = 1, 2✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts Xj ✱ ✇✐t❤ j = 3, 4✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ RA ❛♥② t✐♠❡ A
❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✈❛❧ ♦♥ Xj ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss
2 ❛♥❞ ❣❡♥✉s 3 ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P ❛♥❞ RT ❤❛s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤
Xj ✱ ✇✐t❤ j = 1, 2, 3, 4✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
1 ♦♥ Xi✱ ✇✐t❤ i = 1, 2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✇✐t❤
T ✐s ❛t ❧❡❛st 2(j1 + j2 + (t − 2))✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② (3) ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r A ◦ T = 4d ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✇✐t❤ T ✳
p1
p2
p3
p4 p5 p6
X1 X2 X3 X4
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3✳
❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷✳✸ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡ S := 2 ⊔ 〈1〉 : 1 ⊔ 〈1〉 : 1 : 0 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ▲❡t ✉s ❛♣♣❧② ✐♥❡q✉❛❧✐t② (3) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
S ✐s ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣ S✳ ❚❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ❤❛s ❛
♥❡st ♦❢ ❞❡♣t❤ 3 ♦♥ X1✱ ❛ ♥❡st ♦❢ ❞❡♣t❤ 3 ✐♥ X2 ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❛❧ ♦♥ X3✳ ▲❡t ✉s
❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ P ♦❢ 6 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts p1, .., p6 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❀ t❤❡♥✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss 2 ✐♥ X ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
P ❛♥❞ RT ❤❛s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ Xj✱ ✇✐t❤ j = 1, 2, 3, 4✱ ❛♥❞ ✐t
❤❛s ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ♦♥ Xi✱ ✇✐t❤ i = 1, 2❀ s❡❡✱
❛s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② (3) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t 7 ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦
6❀ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣
S✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥r❡❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ S ❛♣♣❧②✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t② (1) ♦r (2) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳
❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ (3) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❧❡❛❞s t♦
♣r♦❤✐❜✐t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛
4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S :=
〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0✳
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ♦❢ ❝❧❛ss
3 r❡❛❧✐③✐♥❣ S ✐♥ X✳ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ P ♦❢ 6 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ 4 ❞✐s❦s ✐♥ X1 \ RA✱ ♣✐❝❦ ❛ ♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣✐❝❦
❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts X2 ❛♥❞ X3✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ T ♦❢ ❝❧❛ss 2 ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ P ❛♥❞ T ❤❛s ❛t ♠♦st
t✇♦ ♦✈❛❧s ♦♥ X1 ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✈❛❧ ♦♥ ❜♦t❤ X2 ❛♥❞ X3❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✇✐t❤ T ✐s ❛t ❧❡❛st 14❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❇✉t
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r A ◦ T ✐s 12✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✶✳✹✱ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✹ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢
❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛✐r
(RA,RX) r❡❛❧✐③❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳
✺✳✸ ❈❧❛ss ✶ ❛♥❞ ✷
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝ Q ❛♥❞
❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡ C ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✐♥ CP 2✱ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦
✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✻✶
p1
p2 p3
p4 p5
p6
X1
X2
X3
X4
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❯♥r❡❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0 ✐♥ ❝❧❛ss 3✳
s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ⊂ X ♦❢ ❝❧❛ss d✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ tr✐♣❧❡t (RP 2,RQ,RC)✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs
t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA)✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻✳ ✭❈❧❛ss ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝s Q ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✭r❡s♣✳ ❝♦♥✐❝s✮ C ✐♥ CP 2 ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ✭r❡s♣✳ ✺✳✻✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ q✉❛rt✐❝s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✭r❡s♣✳ ❝♦♥✐❝s✮
♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ✭r❡s♣✳ ✺✳✻✮✱ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❝❧❛ss 1 ✭r❡s♣✳ 2✮ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (1) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻ ✭r❡s♣✳ ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (2) ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 2✱ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ (2)✱ ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✐❝s ❛♥❞ q✉❛rt✐❝s ✐♥ CP 2✳
a)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ r❡❛❧ ❧✐♥❡s ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝s ✐♥ RP 2✳
b)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥✐❝s ❛♥❞ q✉❛rt✐❝s ✐♥ RP 2✳
✺✳✹ ❈❧❛ss ✸
■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ ❢r♦♠ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉❜✐❝s
❛♥❞ q✉❛rt✐❝s ✐♥ CP 2 ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✐♥ 12 r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (◦)✳
✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (◦)✱ t❤❡r❡
❡①✐st ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡
♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣ S✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ▼✉t✉❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ✉♣ t♦ ✐s♦t♦♣②✱ ♦♥ RP 2 ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧
❝✉❜✐❝ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✳
a) b) c)
d) e) f) g)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ a), b)✱ d)✱ e) : ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ RP 2✳ c), f)✱ g)✿
▼✉t✉❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ RP 2 ♦❢ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉❜✐❝s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧
♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝s ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✳
Pr♦♦❢✳ ■♥ ❬❖r❡✵✷❪✱ ❖r❡✈❦♦✈ ❤❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧
q✉❛rt✐❝ Q ❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝ C ❛rr❛♥❣❡❞✱ ✉♣ t♦ ✐s♦t♦♣②✱ ✐♥ RP 2 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳
❚♦ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ♣❛✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s
r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 r❡❛❧✐③✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤
(◦) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s 2 : 2 : 2 : 2 ❛♥❞ 3 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 1 : 0 : 0
❛♥❞ 2 ⊔ 〈4〉 : 1 : 0 : 0✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ r❡❛❧ ❝✉❜✐❝ C˜ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❧✐♥❡ L ✐♥ CP 2 ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2 ❛s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ a)✳ ▲❡t p˜(x, y, z) = 0 ✭r❡s♣✳ l(x, y, z) = 0✮ ❜❡ ❛ r❡❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ C˜ ✭r❡s♣✳ L✮✳ P✐❝❦ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡s L1✱ L2✱ L3✱ ❛s
t❤♦s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ a)✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ p˜(x, y, z) ✇✐t❤ p(x, y, z) :=
p˜(x, y, z) + εl1(x, y, z)l2(x, y, z)l3(x, y, z)✱ ✇❤❡r❡ li(x, y, z) ✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❞❡✜♥✐♥❣ Li✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3✱ ❛♥❞ ε > 0 ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♠❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱
♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ r❡❛❧ ❝✉❜✐❝ C ❞❡✜♥❡❞ ❛s p(x, y, z) = 0 ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2 ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ b)✳ ▲❡t
⋃4
i=1 Li ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ♥♦♥✲r❡❛❧ ❧✐♥❡s ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u(x, y, z)✳ ❋♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t
✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✻✸
s♠❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r δ > 0✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ p˜(x, y, z)l(x, y, z)+δu(x, y, z) = 0 ❞❡✜♥❡s
❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ♣❧❛♥❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝ Q s✉❝❤ t❤❛t Q ∪ C ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥
RP 2 ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧
❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 2 : 2 : 2 : 2✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ q✉❛rt✐❝ Q ❛♥❞ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2 ❛s
♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ✭r❡s♣✳ ✐♥ e) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽✮✳ P❡rt✉r❜ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❝✉❜✐❝ C s✉❝❤ t❤❛t C∪Q ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ f) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ✭r❡s♣✳ ✐♥ g) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✽✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ s✉❝❤ ♣❛✐r✱
♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❧✐③✐♥❣ 3 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 1 : 0 : 0 ✭r❡s♣✳ 2 ⊔ 〈4〉 : 1 : 0 : 0✮✳
✺✳✹✳✵✳✶ ❙②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❞❡❣r❡❡ 2
❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✉t✉❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ RP 2 ♦❢ ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝✉❜✐❝
❛♥❞ ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ q✉❛rt✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②❀ s❡❡ ❬❖r❡✵✷❪✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✐♥ RP 2 ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ♦♥ ✐t ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r (CP 2, ωstd, conj)✱ ✇❤❡r❡ ωstd ✐s t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❋✉❜✐♥✐✲
❙t✉❞② 2✲❢♦r♠ ♦♥ CP 2 ❛♥❞ conj : CP 2 → CP 2 ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡
♦♥ CP 2✳ ▲❡t conj∗ : H2(CP 2;Z)→ H2(CP 2;Z) ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠
♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② conj✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t conj∗ωstd = −ωstd✳ ❉✉❡ t♦ ❬❖r❡✵✷❪✱ t❤❡r❡
❡①✐st ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❛rt✐❝ Q ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧
s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉❜✐❝ C ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ RP 2 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r φ : X → CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ Q ❝❛rr✐❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧
s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ω s✉❝❤ t❤❛t ω = φ
∗
ωstd ✭❬●r♦✶✸❪✱❬❆✉r✵✵❪✮✳ ▲❡t c ❜❡ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧✐❢ts ♦❢ conj ✈✐❛ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ r❛♠✐✜❡❞ ❝♦✈❡r✳ ❙✐♥❝❡ φ ◦ c = conj ◦ φ✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t c∗ω = −ω❀ ♥❛♠❡❧② c : X → X ✐s ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡♥✱ ✉♣
t♦ ❝❤♦♦s❡ c✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ (X,ω, c) ✐s r❡❛❧ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝❤ t♦ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ❛♥❞✱ ❢r♦♠ C✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢
❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣ 2 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 ⊔ 〈1〉 : 0 : 0 : 0✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿
❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳✸✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ω✲t❛♠❡❞ ❛❧♠♦st
❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ J ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ c ♦♥ X s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss 3
r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝✉r✈❡✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✐s J✲❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❲❡♥✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷❪✳
✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
✺✳✹✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜② ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣❛t❝❤✇♦r❦✲
✐♥❣
■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r φ : X → CP 2 r❛♠✐✜❡❞
❛❧♦♥❣ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ Q✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ ❝❧❛ss 1, 2, 3 r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s
❜② r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥
❧♦❝✉s ♦❢ φ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛❧s♦ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ X✳
❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳✹✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇r✉❣❛❧❧é✱ ❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♥♦♥✲
s②♠♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ♥♦t ❜② s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡s✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ s✉❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s❀
✐♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss d ≥ 5✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss d ✇✐t❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 2d + 1
♦✈❛❧s✳
❲❡ ❡①♣❧♦✐t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✷✮✱ ♣r♦✈❡❞ ❜②
❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ❚②♦♠❦✐♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s
♦❢ ❝❧❛ss d ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ▲❡t Blp1,..,p7 : S → CP
2 ❜❡ t❤❡ ❜❧♦✇✲
✉♣ ♦❢ CP 2 ❛t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ 7 ♣♦✐♥ts p1, .., p7 s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
6 ♦❢ t❤❡♠ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♥✐❝ ✐♥ CP 2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✐❝ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ 6 ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧
❝✉r✈❡ ES ⊂ S ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ (−2) ✐♥ S✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ t❤❛t S
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ s❡❧❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ (−2)✳ ❚❤❡ ♣❛✐r
(S,ES) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❛♥t✐✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠
φ′ ♦❢ S ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❛♣ S → S′ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❝ts
t❤❡ (−2)✲❝✉r✈❡ ♦❢ S✱ ❛♥❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r S′ → CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ q✉❛rt✐❝
Q ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ S′ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ q✉❛rt✐❝ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✐s ❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r✳
▲❡t ✉s ❡q✉✐♣ S ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ′✱ t❤❡♥ ES ✐s r❡❛❧✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t RS ✐s
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
⊔3
i=1 S
2✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ q✉❛rt✐❝ Q ⊂ CP 2 ✐s r❡❛❧✱ ✐t ❤❛s
❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❛t RQ ❝♦♥s✐sts ♦❢
3 ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛ q✉❛rt✐❝✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r (S,ES) ✇❤❡r❡ S ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t RS ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
⊔3
j=1 S
2❀ s❡❡ ❬❉■❑✵✵❪ ❛♥❞
s❡❡✱ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✱ ✇❤❡r❡ q ✭r❡s♣✳ p✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛rt✐❝ Q ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ S′✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✳ ▲❡t (S,ES) ❜❡ ❛ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r✳ ▲❡t S ❜❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ σ′✳ ■❢ RS ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
⊔3
j=1 S
2✱ ✇❡ s❛②
t❤❛t (S,ES) ✐s ❛ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r✳
▲❡t X ′0 ❜❡ ❛ r❡❛❧ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
s✉r❢❛❝❡s S ❛♥❞ T ✱ ✇❤❡r❡
✭✶✮ T ✐s t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❀
✭✷✮ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧ (−2)✲❝✉r✈❡ ES ⊂ S s✉❝❤ t❤❛t (S,ES)
✐s ❛ 3✲s♣❤❡r❡s ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r❀
✭✸✮ S ❛♥❞ T ✐♥t❡rs❡❝t tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❛❧♦♥❣ ❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡ E ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡
(1, 1) r❡❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ T ❛♥❞ ES ✐♥ S✳


✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✻✼
❣❡♦♠❡tr②❀ s❡❡ ❬❇P✶✹❪✱ ❬■❑❙✶✼❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ q✉❛rt✐❝ Q˜ ✐♥ CP 2 ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱
♦♥❡ ❝❛♥ ♣✉t Q˜ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ✢❛t ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② ✐♥ ✇❤✐❝❤ Q˜ ✐s t❤❡ ♦♥❧② s✐♥✲
❣✉❧❛r ✜❜❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ q✉❛rt✐❝s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
r❡❛❧ ✢❛t ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❛❧ q✉❛rt✐❝ Q˜ ✐♥ CP 2 ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t RQ ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ X ′0 ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s S ∪ T ✱ ✇❤❡r❡
✭✶✮ T ✐s t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❀
✭✷✮ S ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ Q˜
❛♥❞ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ES ⊂ S s✉❝❤ t❤❛t (S,ES)
✐s ❛ 3✲s♣❤❡r❡s ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r❀
✭✸✮ S ❛♥❞ T ✐♥t❡rs❡❝t tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✉r✈❡ E ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1)
r❡❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ T ❛♥❞ t❤❡ (−2)✲❝✉r✈❡ ES ✐♥ S✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t f(x, y, z) = 0 ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ q✉❛rt✐❝ Q˜
✐♥ CP 2✳ ❯♣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧② f(x, y, z) ❜② −1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♣✉t Q˜ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ✢❛t
♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② π : Q→ D(0)✱ ✇❤❡r❡
• D(0) ⊂ C ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ C✱ ✐s ❛ r❡❛❧ ❞✐s❦
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 0❀
• Q ⊂ CP 2 ×D(0) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(x, y, z) + z4t2 = 0,
❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t
• t❤❡ ✜❜❡rs Qt := π−1(t) ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✭r❡❛❧ ♠❛①✐♠❛❧✮ q✉❛rt✐❝ ✭❛♥❞ Π+
✐s ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✮ ❢♦r t 6= 0 ✭❛♥❞ t r❡❛❧✮✱ ❛♥❞ Q0 = Q˜✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ q✉❛rt✐❝s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❛❧ ✢❛t ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧②
π˜ : X→ D(0) s✉❝❤ t❤❛t
• X ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2×D(0) r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ Q ❛♥❞ X ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ CP (1, 1, 1, 2) × D(0) ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) + z4t2 = w2;
• X0 ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ Q˜✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r (RP 2,RQ˜)✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ X0 ✐s ❤♦♠❡♦✲
♠♦r♣❤✐❝ ❡✐t❤❡r t♦
⊔2
i=1 S
2 ⊔ {pt} ♦r t♦
⊔2
i=1 S
2 ⊔ ∨2j=1S
2✱ ✇❤❡r❡ {pt} ✐s
❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ∨2j=1S
2 ✐s ❛ ❜♦✉q✉❡t ♦❢ t✇♦ 2✲s♣❤❡r❡s✳
• t❤❡ ✜❜❡rs π˜−1(t) := Xt ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✭4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧✮ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s✱ ❢♦r t 6= 0 ✭❛♥❞ t r❡❛❧✮✳
◆♦✇✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦✇ ✉♣ Blp : X′ → X ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ p ♦❢ X✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
r❡❛❧ ✢❛t ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② π˜′ : X′ → D(0) s✉❝❤ t❤❛t Bl−1p (p) =: T ✐s t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t❤❡ ✜❜❡rs π˜′−1(t) := X ′t ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✭4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧✮ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✱ ❢♦r t 6= 0 ✭❛♥❞ t r❡❛❧✮✱ ❛♥❞ X ′0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s S ∪ T ✱ ✇❤❡r❡ S✱ T ❛♥❞ E ❛r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
(1)− (3)✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✽✳ ▲❡t X ′0 ❜❡ ❛ r❡❛❧ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s S ∪ T ✱ ✇❤❡r❡
✭✶✮ T ✐s t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❀
✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
✭✷✮ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧ (−2)✲❝✉r✈❡ ES s✉❝❤ t❤❛t (S,ES) ✐s
❛ 3✲s♣❤❡r❡s ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r❀
✭✸✮ S ❛♥❞ T ✐♥t❡rs❡❝t tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✉r✈❡ E ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1)
r❡❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ T ❛♥❞ t❤❡ (−2)✲❝✉r✈❡ ES ✐♥ S✳
❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ✢❛t ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② π˜′ : X′ → D(0)✱ ✇❤❡r❡
D(0) ⊂ C ✐s ❛ r❡❛❧ ❞✐s❦ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ 0✱ t❤❡ ✜❜❡rs π˜′−1(t) := X ′t ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
✭4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧✮ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✱ ❢♦r t 6= 0 ✭❛♥❞ t r❡❛❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ✐s X ′0✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛♥t✐✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts S ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r ♦❢ CP 2 r❛♠✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ q✉❛rt✐❝ Q˜ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✼ t♦ Q˜✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳✾✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✼ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡❞✉❝✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡
X ′0 ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s S ∪ T ✱ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡
q✉❛❞r✐❝ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ✭r❡s♣✳ t❤❡ r❡❛❧ q✉❛❞r✐❝ ✇✐t❤ ❡♠♣t② r❡❛❧ ♣❛rt✮✳
✺✳✹✳✶✳✶ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝
❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ♦♥ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✷
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡
❡①♣❧♦✐t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✷ t♦ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✼✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✷ ✇❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✻ ❛♥❞✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ♦♥ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐rs ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✹✳✶✸✮✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✵✳ ▲❡t T ❜❡ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❀ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥ t❤❡
♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t RT ✭❛ 2✲s♣❤❡r❡✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣♦✐♥t
p ∈ RT ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❍❛r♥❛❝❦✬s ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡♥❝✐❧s ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s
t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 2) ❛♥❞ (3, 3) ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✶✳ ▲❡t T ❜❡ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ❧❡t ET ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡
♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1) ✐♥ T ✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 2k ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts
✐♥ ET ✜①❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡
CT ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (k, k) ♦♥ T ✱ ✇✐t❤ k = 2, 3✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ET ✐♥ t❤❡
2k ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t (RT,RET ,RCT ) r❡❛❧✐③❡s✿
• t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❢♦r k = 2 ❛♥❞ 4 ✜①❡❞ r❡❛❧
♣♦✐♥ts❀
• t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❢♦r k = 3 ❛♥❞ 6 ✜①❡❞ ♥♦♥✲r❡❛❧
♣♦✐♥ts❀
• t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❢♦r k = 3 ❛♥❞ 6 ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
✇❤♦s❡ ❡①❛❝t❧② 2 ❛r❡ r❡❛❧❀
• t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❢♦r k = 3 ❛♥❞ 6 ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
✇❤♦s❡ ❡①❛❝t❧② 4 ❛r❡ r❡❛❧✳
✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✻✾
a) b)
c) d)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿
Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ✜①❡❞ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ET ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1)
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ H ✐♥ T ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠✳ ▲❡t P0(x, y)P1(x, y) = 0
❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ET ❛♥❞ H ✐♥ T ✱ ✇✐t❤ x =
[x0 : x1] ❛♥❞ y = [y0 : y1] ✐♥ CP 1✳ ❋♦r ❛♥② ❢♦✉r ✜①❡❞ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥
❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E ♦❢ (RET \ RH)✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❜✐❞❡❣r❡❡ (1, 1) r❡❛❧
❝✉r✈❡s Hi ✐♥ T ✱ ✇✐t❤ i = 1, 2✱ s✉❝❤ t❤❛t H1 ∪ H2 ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜①❡❞
❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❘❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ P0(x, y)P1(x, y) = 0 ✇✐t❤
P0(x, y)P1(x, y) + εf1(x, y)f2(x, y)✱ ✇❤❡r❡ fi(x, y) = 0 ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Hi
❛♥❞ ε > 0 ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♠❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ s♠❛❧❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ H˜ ♦❢ ET ∪H✱ ✇❤❡r❡ H˜ ✐s ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 2) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❝✉r✈❡
s✉❝❤ t❤❛t
⋃2
i=1Hi ∩ET = H˜ ∩ET ✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 2) r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ B ✐♥ T r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐①
✜①❡❞ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ♦♥ ET \ H˜ s✉❝❤ t❤❛t ❡①❛❝t❧② 2 ♣♦✐♥ts ✭r❡s♣✳ 4 ♣♦✐♥ts✮ ❛r❡
r❡❛❧ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t F ♦❢ (RET \ RH˜)✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♥str✉❝t ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 3) ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s CT ✐♥ T ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐① ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✭r❡s♣✳ ❛❧❧ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ c) ❛♥❞ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✮✳
●✐✈❡♥ ❛ r❡❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 6 ♥♦♥✲r❡❛❧ ♣♦✐♥ts p1, p1, p2, p2, p3, p3 ♦♥ ET ✱ ✇✐t❤
pi = (xi, yi) ❛♥❞ pi = (yi, xi)✱ ✇❤❡r❡ xi, yi ❛r❡ ✐♥ CP
1 ❛♥❞ xi, yi ❛r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ xi, yi ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦♥ CP 1✳ ▲❡t Πi ❜❡ ❛ ♣❡♥❝✐❧
♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✐♥ T ✇✐t❤ ❜❛s❡ ♣♦✐♥ts pi ❛♥❞ pi✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦
s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ CT ♦❢
❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 3) ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
♦❢ Π1✱ Π2 ❛♥❞ Π3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (RT,RET ,RCT )
✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♦❢ b) ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❡
♣r♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ t❤r❡❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
♦❢ Π1✱ Π2 ❛♥❞ Π3 ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ RET ✐s
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♦❢ a) ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RT \RET ✱
t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ Πi ✈❛r② ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ♣♦✐♥t qi
t♦ RET ✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts q1✱ q2 ❛♥❞ q3 ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ r❡❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s Hj ⊂ Πj ❛♥❞ Hk ⊂ Πk s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♣♦✐♥t sjk✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ qi ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❛❧ ♣❛rt
✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭r❡s♣✳ ✐♥ e) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮✳ P✐❝❦ t❤❡ r❡❛❧
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hi ⊂ Πi ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ sjk✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Hj ∪Hk ∪Hi
✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭r❡s♣✳ ✐♥ f) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡
✼✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ RET ✐♥ r❡❞✳
❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ Πi ✇❤♦s❡ r❡❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ RHj ∪ RHk ✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭r❡s♣✳ ✐♥ g) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮✳ ■♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❤r❡❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❤❛s
r❡❛❧ ♣❛rt ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ d) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭r❡s♣✳ ✐♥ h) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮✳
a) b) c) d)
e) f) g) h)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿
■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✸ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✐♥ 3✲
s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ✈✐❛ t❤❡ ❛♥t✐✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✸✱
✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳✶✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s Q ❛♥❞ C r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢
❞❡❣r❡❡ 4 ❛♥❞ 3 ✐♥ CP 2 ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t
❛ ♣♦✐♥t q✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t (RΣ1,RQ,RC) r❡❛❧✐③❡s t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ✭r❡s♣✳ ✐♥ b) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✱ r❡s♣✳ ✐♥ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✮✳
a) b) c)
d) e) f)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿

✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳
♦❢ K1 ✭r❡s♣✳ K2✱ r❡s♣✳ K3✮ ✐s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳✺✳✶✽ ✭r❡s♣✳ b) ♦❢ ❋✐❣✳
✺✳✶✽✱ r❡s♣✳ c) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐rs (S,ES)
❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s CS ⊂ S r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss 3c1(S)−kES
✐♥ H2(S,Z) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t (RS,RES ,RCS) ✐s ❛rr❛♥❣❡❞✿
✶✳ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✱ ❢♦r k = 2❀
✷✳ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✱ ❢♦r k = 3✳
a) b) c)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ RES ✐♥ r❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ RES ✐♥ r❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ RES ✐♥ r❡❞✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t Q˜ ❜❡ ❛ r❡❛❧ q✉❛rt✐❝ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞
❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ❛t q ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t RQ˜ ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts❀ ❧❡t C ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✇✐t❤ ♦♥❡ k✲❢♦❧❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t q✳
❚♦ ❛ ♣❛✐r (Q˜, C) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r (S,ES) ❛♥❞
❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ CS ⊂ S ♦❢ ❝❧❛ss dc1(S)− kES ✐♥ H2(S,Z) ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ (RP 2,RQ˜,RC)✳
❋✐rs ♦❢ ❛❧❧✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳✶✷ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧
✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✼✸
RLq1
RQ
RLq1
RQ
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿
♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r (S,ES) ❛♥❞ ❛ ❝✉r✈❡ CS ⊂ S ♦❢ ❝❧❛ss 3c1(S)−2ES
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t (RS,RES ,RCS) ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♣❧❛♥❡ q✉❛rt✐❝ Q˜1 ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞♦✉❜❧❡
♣♦✐♥t q1 ❛s ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ ❧✐♥❡s Lq1 ⊂ CP
2✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t q1✱
s✉❝❤ t❤❛t RQ˜1∪RLq1 ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ a) ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸ ✭r❡s♣✳ ✐♥ b) ♦❢
❋✐❣✳ ✺✳✷✸✮✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ q1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ Lq1 ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✱
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ q1✱ ✇❡ ✜① t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ♦❢ Lq1 ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ ✐s ❛ ❝✉❜✐❝ C1 ✇✐t❤
❛ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ❛t q1✳ ❋r♦♠ Q˜1 ❛♥❞ C1 ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧
❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐rs (S,ES) ❛♥❞ ❝✉r✈❡s CS ⊂ S ♦❢ ❝❧❛ss 3c1(S)−3ES s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ tr✐♣❧❡t (RS,RES ,RCS) ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶ ✭r❡s♣✳
❋✐❣✳ ✺✳✷✷✮✳
✺✳✹✳✶✳✷ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (⋆) ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✺✳✹✳✻ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✹✳✶✶✱ ✺✳✹✳✶✸✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ S ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (⋆) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱
t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss 3 ✐♥ X r❡❛❧✐③✐♥❣ S✳
Pr♦♦❢✳ P✐❝❦ t❤❡ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r (S,ES) ❛♥❞ ❛
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ CS ⊂ S ♦❢ ❝❧❛ss 3c1(X)− 2ES ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✹✳✶✸✳ ❉✉❡ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡ X ′0 ❛s ✉♥✐♦♥
♦❢ S ❛♥❞ T ✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ E✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C0 ❛s ✉♥✐♦♥ ♦❢ CS
❛♥❞ CT ✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ 2k ♣♦✐♥ts ♦❢ E❀ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞
CT ⊂ T t❤❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (2, 2) ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✹✳✶✶✳ ❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✻✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ 4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2
❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ⊂ X ♦❢ ❝❧❛ss
3 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (RX,RA) r❡❛❧✐③❡s t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡
2 ⊔ 〈2〉 : 3 : 0 : 0 ✭r❡s♣✳ 1 ⊔ 〈2〉 : 2 : 2 : 0✱ r❡s♣✳ 4 : 4 : 0 : 0✮✳ ❙❡❡ ❊①❛♠♣❧❡
✺✳✹✳✶✺ (1)✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ (⋆) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱
✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rs ♦❢ ❛❧❧✱ ♣✐❝❦ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s
r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ ♣❛✐r (S,ES) ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ CS ⊂ S
♦❢ ❝❧❛ss 3c1(X) − 3ES ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✸✳ ❉✉❡ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r②
✺✳✹✳✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡ X ′0 ❛s ✉♥✐♦♥ ♦❢ S ❛♥❞ T ✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❛❧♦♥❣ E✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ C0 ❛s ✉♥✐♦♥ ♦❢ CS ❛♥❞ CT ✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❛❧♦♥❣ 2k ♣♦✐♥ts ♦❢ E❀ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ CT ⊂ T ❛ r❡❛❧

✺✳✹✳ ❈▲❆❙❙ ✸ ✼✺
• ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✻✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ A ♦❢
❝❧❛ss 3 ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧
s❝❤❡♠❡ 〈1〉 ⊔ 〈2〉 : 3 : 0 : 0✳ ❙❡❡ c) ❋✐❣✳ ✺✳✷✺✳
❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳✶✻✳ ❆ r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ X ✐s R✲♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐ts r❡❛❧ ♣❛rt ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❡✐t❤❡r t♦
⊔4
i=1 S
2 ♦r t♦
⊔3
i=1 S
2✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t X ✐s ❛ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡
2✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳✾✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✹ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❛❧✐③❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝❧❛ss d ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❛ 3✲s♣❤❡r❡s
r❡❛❧ ❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2✳
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♠❡t✐❝ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s✳ ■♥ ❋✉♥❦❝✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦✟③❡♥✱
✈♦❧✳ ✶✵✻✵✱ ✺✲✭✸✮✿ ✲✾✱ ✶✽✼✲✷✵✵✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳ ✶✾✼✶✳
❬❆t✐✺✽❪ ▼✳ ❋✳ ❆t✐②❛❤✳ ❖♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥ts✳ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✳ ❙❡r✐❡s ❆✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✹✼✭✶✷✹✾✮✿✷✸✼✕✷✹✹✱ ✶✾✺✽✳
❬❆✉r✵✵❪ ❉✳ ❆✉r♦✉①✳ ❙②♠♣❧❡❝t✐❝ ✹✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛s ❜r❛♥❝❤❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ CP 2✳
■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✶✸✾✱ ✺✺✶✲✻✵✷✱ ✷✵✵✵✳
❬❇❈❈+✵✽❪ ▼✳❈✳ ❇❡❧tr❛♠❡tt✐✱ ❋✳ ❈❛t❛♥❡s❡✱ ❈✳ ❈✐❧✐❜❡rt♦✱ ❆✳ ▲❛♥t❡r✐✱ ❛♥❞
❈✳ P❡❞r✐♥✐✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆ ❱♦❧✉♠❡ ✐♥ ▼❡♠♦r② ♦❢ P❛♦❧♦
❋r❛♥❝✐❛✳ ❉❡ ●r✉②t❡r Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❉❡ ●r✉②t❡r✱
✷✵✵✽✳
❬❇❉■▼✶✽❪ ❊✳ ❇r✉❣❛❧❧é✱ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈✱ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❋✳ ▼❛♥❣♦❧t❡✳ ❘❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆r❳✐✈ ❡✲
♣r✐♥ts✱ ❏✉❧② ✷✵✶✽✳
❬❇❡❛✽✸❪ ❆✳ ❇❡❛✉✈✐❧❧❡✳ ❈♦♠♣❧❡① ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t② ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡ ❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✳ ✻✽✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ▼❛t❤✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✽✼✲✷✵✵✱ ✶✾✽✸✳
❬❇P✶✹❪ ❊✳ ❇r✉❣❛❧❧é ❛♥❞ ◆✳ P✉✐❣♥❛✉✳ ❖♥ W ❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s②♠✲
♣❧❡❝t✐❝ ✹✲♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐✱ ✾✵✱ ✷✵✶✹✳
❬❇r✉✷✶❪ ▲✳ ❇r✉s♦tt✐✳ ❙✉❧❧❛ ✧♣✐❝❝♦❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡✧ ❞✐ ✉♥❛ ❝✉r✈❛ ♣✐❛♥❛ ❛❧❣❡❜r✐❝❛
r❡❛❧❡✳ ❘❡♥❞✳ ❞❡❧❧❛ ❘✳ ❆❝❝✳ ◆❛③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ ▲✐♥❝❡✐✱ ✭✺✮✱ ✸✵✱ ✸✼✺✲✸✼✾✱
✷✻✽✭✶✮✿✷✷✕✷✻✱ ✶✾✷✶✳
❬❇r✉✶✽❪ ❊✳ ❇r✉❣❛❧❧é✳ ❘❡❛❧ s✉r❣❡r② ♦❢ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ❡♥✉✲
♠❡r❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✼✱ ✷✻✼✲✷✾✹✱
✷✵✶✽✳
❬❈♦♠✶✸❪ ❆✳ ❈♦♠❡ss❛tt✐✳ ❋♦♥❞❛♠❡♥t✐ ♣❡r ❧❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛ s♦♣r❛ ❧❡ s✉♣❡r✜❝✐❡
r❛③✐♦♥❛❧✐ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ r❡❛❧❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥✱ ✼✸✿✶✕
✼✷✱ ✶✾✶✸✳
❬❈♦♠✶✹❪ ❆✳ ❈♦♠❡ss❛tt✐✳ ❙✉❧❧❛ ❝♦♥♥❡ss✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ s✉♣❡r✜③✐❡ r❛③✐♦♥❛❧✐ r❡❛❧✐✳
❆♥♥❛❧✐ ❞✐ ▼❛t❤✳ ✷✸✭✸✮ ✷✶✺✲✷✽✸✱ ✶✾✶✹✳
❬❉■❑✵✵❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈✱ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ❘❡❛❧ ❊♥r✐q✉❡s
s✉r❢❛❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳
❬❉■❑✵✽❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈✱ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ❖♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
t②♣❡s ♦❢ r❡❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆♠❡r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✸✵✭✻✮✿✶✺✻✶✕✶✻✷✼✱
✷✵✵✽✳
✼✼
✼✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
❬❉■❩✶✹❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈✱ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❱✳ ■✳ ❩✈♦♥✐❧♦✈✳ ❘❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s
❛♥❞ r❡❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t②♣❡ ■✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✽✻✿✷✷✶✕
✷✹✻✱ ✷✵✶✹✳
❬❉❑✵✵❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈ ❛♥❞ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✿ ❘♦❦❤❧✐♥✬s ✇❛②✳ ❯s♣❡❦❤✐ ▼❛t✳ ◆❛✉❦✱
✺✺✭✹✭✸✸✹✮✮✿✶✷✾✕✷✶✷✱ ✷✵✵✵✳
❬❉❑✵✷❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈ ❛♥❞ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ❘❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❢ür ❞✐❡ r❡✐♥❡ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱
✺✺✶✱ ✷✵✵✷✳
❬❉♦❧✶✷❪ ■✳ ❱✳ ❉♦❧❣❛❝❤❡✈✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆ ▼♦❞❡r♥ ❱✐❡✇✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳
❬❉❩✾✾❪ ❆✳ ■✳ ❉❡❣t②❛r❡✈ ❛♥❞ ❱✳ ■✳ ❩✈♦♥✐❧♦✈✳ ❘✐❣✐❞ ✐s♦t♦♣② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ (3, 3) ♦♥ q✉❛❞r✐❝s✳ ▼❛t✳ ❩❛♠❡t❦✐✱
✻✻✭✻✮✿✽✶✵✕✽✶✺✱ ✶✾✾✾✳
❬❋✐❡✽✸❪ ❚✳ ❋✐❡❞❧❡r✳ P❡♥❝✐❧s ♦❢ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳
▼❛t❤✳ ❯❙❙❘ ■③✈❡st✐②❛ ✷✶✱ ✶✷✶✲✶✼✵✱ ✶✾✽✸✳
❬❋✉❧✾✸❪ ❲✳ ❋✉❧t♦♥✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■♥ ❆♥♥✳ ▼❛t❤✳ ❙t✉❞✐❡s✱
✈♦❧✳ ✶✸✶✱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✵✵✳
Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ✶✾✾✸✳
❬●❑❩✾✹❪ ■✳ ▼✳ ●❡❧❢❛♥❞✱ ▼✳ ▼✳ ❑❛♣r❛♥♦✈✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳ ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✳ ❉✐s❝r✐♠✐✲
♥❛♥ts✱ ❘❡s✉❧t❛♥ts✱ ❛♥❞ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱
❇♦st♦♥✱ ▼❆✱ ✶✾✾✹✳
❬●▼✼✼❪ ▲✳ ●✉✐❧❧♦✉ ❛♥❞ ❆✳ ▼❛r✐♥✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❤❧✐♥
s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ❆✲❇✱ ✷✽✺✭✸✮✿❆✾✺✕❆✾✽✱
✶✾✼✼✳
❬●r♦✶✸❪ ▼✳ ●r♦♠♦✈✳ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❘❡❧❛t✐♦♥s✳ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✳ ❋♦❧❣❡ ✴ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✸✳
❬●❙✽✵❪ ❉✳ ❆✳ ●✉❞❦♦✈ ❛♥❞ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r
✽t❤ ♦r❞❡r ❝✉r✈❡s ♦♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ I♥ ✧M❡t❤♦❞s ♦❢ Q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ T❤❡♦r②✧✳
●♦r❦② ✉♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ♣❛❣❡s ✶✵✹✕✶✵✼ ✭✐♥ ❘✉ss✐❛♥✮✱ ✶✾✽✵✳
❬●✉❞✻✾❪ ❉✳ ❆✳ ●✉❞❦♦✈✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ s✐①t❤✲♦r❞❡r ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❢♦✉r✲♦r❞❡r s✉r✲
❢❛❝❡s✳ ❯❝❤❡♥②❡ ❩❛♣✐s❦✐ ●♦r✬❦✳ ❯♥✲t❛✱ ✽✼✱ ✸✲✶✺✸✱ ✶✾✻✾✳
❬❍❛r✼✻❪ ❆✳ ❍❛r♥❛❝❦✳ Ü❜❡r ✈✐❡❧t❤❡✐❧✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡❜❡♥❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❝✉r✈❡♥✳
■♥ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✶✵✿ ✶✽✾✲✶✾✾✱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✵✵✳ ✶✽✼✻✳
❬❍✐❧✵✷❪ ❉✳ ❍✐❧❜❡rt✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇✉❧❧✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱
✽✭✶✵✮✿✹✸✼✕✹✼✾✱ ✶✾✵✷✳
❬❍✐❧✸✸❪ ❉✳ ❍✐❧❜❡rt✳ Ü❜❡r ❞✐❡ r❡❡❧❧❡♥ ❩ü❣❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ❑✉r✈❡♥✱ ♣❛❣❡s ✹✶✺✕
✹✸✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✸✸✳
❬■❆●+✾✽❪ ❆✳ ■❛❝♦❜✱ ❱✳■✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❱✳❱✳ ●♦r②✉♥♦✈✱ ❖✳❱✳ ▲②❛s❤❦♦✱ ❛♥❞ ❱✳❆✳
❱❛s✐❧✬❡✈✳ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t② ❚❤❡♦r② ■✳ ◆✉♠❜❡r ✈♦❧✳ ✶ ✐♥ ❊♥❝②❝❧♦♣❛❡❞✐❛ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✴ ❡❞✐t♦r✲✐♥✲❝❤✐❡❢✱ ❘✳❱✳ ●❛♠❦r❡❧✐❞③❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✽✳
❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✼✾
❬■❑❙✶✼❪ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣✱ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts r❡✈✐s✐t❡❞✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✸✾✕✷✻✵✱
✷✵✶✼✳
❬■❙✵✸❪ ■✳ ■t❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❱✐r♦ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ r❡❛❧
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✳ ■sr❛❡❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s✱ ✶✸✸✭✶✮✿✶✽✾✕✷✸✽✱ ✷✵✵✸✳
❬❏❛r✶✽❪ ❆♥❞rés ❏❛r❛♠✐❧❧♦ P✉❡♥t❡s✳ ❘✐❣✐❞ ✐s♦t♦♣② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝
r❛t✐♦♥❛❧ q✉✐♥t✐❝s ✐♥ RP 2✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽✳
❬❑❤❛✼✻❪ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✹ ✐♥ RP 3✳ ❋✉♥❦❝✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦➸❡♥✳✱ ✶✵✭✹✮✿✺✺✕✻✽✱ ✶✾✼✻✳
❬❑❤❛✼✽❪ ❱✳ ▼✳ ❑❤❛r❧❛♠♦✈✳ ■s♦t♦♣✐❝ t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
✹ ✐♥ RP 3✳ ❋✉♥❦❝✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦➸❡♥✳✱ ✶✷✭✶✮✿✽✻✕✽✼✱ ✶✾✼✽✳
❬❑❧❡✷✷❪ ❋✳ ❑❧❡✐♥✳ ●❡s❛♠♠❡❧t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❛❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✱
✶✾✷✷✳
❬❑♦❧✾✼❪ ❏✳ ❑♦❧❧ár✳ ❘❡❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙✉r❢❛❝❡s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✼✳
❬▼❛♥✶✼❪ ❋ré❞ér✐❝ ▼❛♥❣♦❧t❡✳ ❱❛r✐étés ❆❧❣é❜r✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✳ ❈♦✉rs
❙♣é❝✐❛❧✐sés✱ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❙▼❋✱ ✷✵✶✼✳
❬▼❛♥✶✽❪ ▼✳ ▼❛♥③❛r♦❧✐✳ ❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜✐❞❡❣r❡❡ ✭✺✱✺✮ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝
❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ✷✵✶✽✳
❬▼✐❦✾✹❪ ●✳ ▼✐❦❤❛❧❦✐♥✳ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❢♦r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳
■♥ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽ ♦❢ ❆❞✈✳ ❙♦✈✐❡t
▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✷✷✸✕✷✸✸✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✾✹✳
❬▼✐❦✾✽❪ ●✳ ▼✐❦❤❛❧❦✐♥✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✻ ♦♥ ❝✉❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐♥
RP 3✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠✳✱ ✼✭✷✮✿✷✶✾✕✷✸✼✱ ✶✾✾✽✳
❬◆✐❦✽✺❪ ❱✳ ❱✳ ◆✐❦✉❧✐♥✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣s ♦❢ 2✲❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠s ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
✐♥t❡❣r❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠s✳ ■③✈✳ ❆❦❛❞✳
◆❛✉❦ ❙❙❙❘ ❙❡r✳ ▼❛t✳✱ ✹✾✭✹✮✿✽✹✼✕✽✼✸✱ ✽✾✺✱ ✶✾✽✺✳
❬◆❙✵✺❛❪ ❱✳ ❱✳ ◆✐❦✉❧✐♥ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛✐t♦✳ ❘❡❛❧ K3 s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲
s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
✭✸✮✱ ✾✵✭✸✮✿✺✾✶✕✻✺✹✱ ✷✵✵✺✳
❬◆❙✵✺❜❪ ❱✳ ❱✳ ◆✐❦✉❧✐♥ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛✐t♦✳ ❘❡❛❧ K3 s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲
s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
✭✸✮✱ ✾✵✭✸✮✿✺✾✶✕✻✺✹✱ ✷✵✵✺✳
❬◆❙✵✼❪ ❱✳ ❱✳ ◆✐❦✉❧✐♥ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛✐t♦✳ ❘❡❛❧ K3 s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲s②♠♣❧❡❝t✐❝
✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■■✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭✸✮✱
✾✺✭✶✮✿✷✵✕✹✽✱ ✷✵✵✼✳
❬❖r❡✵✷❪ ❙✳ ❨✳ ❖r❡✈❦♦✈✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ M ✲q✉❛rt✐❝ ❛♥❞
❛♥ M ✲❝✉❜✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❞❞
❜r❛♥❝❤✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ✭✈❡st♥✐❦✮ ♦❢ ◆✐③❤♥✐ ◆♦✈❣♦r♦❞ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱❙❡r✳
▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧✱ ✐ss✉❡ ✶✭✷✺✮✱ ✶✷✲✹✽✱ ✷✵✵✷✳
❬❖r❡✵✸❪ ❙✳ ❨✳ ❖r❡✈❦♦✈✳ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❆♥♥✳ ❋❛❝✳ ❙❝✐✳ ❚♦✉❧♦✉s❡ ▼❛t❤✳ ✭✻✮✱ ✶✷✭✹✮✿✺✶✼✕✺✸✶✱
✷✵✵✸✳
✽✵ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
❬❖r❡✵✼❪ ❙✳ ❨✳ ❖r❡✈❦♦✈✳ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ M ✲q✉✐♥t✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♥✐❝
t❤❛t ♠❛①✐♠❛❧❧② ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ♦❞❞ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✐
❆♥❛❧✐③✱ ✶✾✭✹✮✿✶✼✹✕✷✹✷✱ ✷✵✵✼✳
❬❖❙✶✻❪ ❙✳ ❨✳ ❖r❡✈❦♦✈ ❛♥❞ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❘❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐❝ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
♦❢ X21✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✐ ❆♥❛❧✐③✱ ✷✽✭✷✮✿✶✸✽✕✶✽✻✱ ✷✵✶✻✳
❬❘♦❦✼✷❪ ❱✳ ❆✳ ❘♦❦❤❧✐♥✳ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s ♠♦❞✉❧♦ ✶✻ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt✬s s✐①t❡❡♥t❤ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❋✉♥❦ts✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦③❤❡♥✳ ✻✱ ✺✽✕✻✹ ✭❘✉ss✐❛♥✮✱ ✶✾✼✷✳
❬❘♦❦✼✹❪ ❱✳ ❆✳ ❘♦❦❤❧✐♥✳ ❈♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❋✉♥❦✲
ts✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦③❤❡♥✳ ✽✱ ✼✶✕✼✺ ✭❘✉ss✐❛♥✮✱ ✶✾✼✹✳
❬❘♦❦✼✽❪ ❱✳ ❆✳ ❘♦❦❤❧✐♥✳ ❈♦♠♣❧❡① t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s✳ ❯s♣❡❦❤✐ ▼❛t✳ ◆❛✉❦ ✸✸✱ ✼✼✕✽✾ ✭❘✉ss✐❛♥✮✱ ✶✾✼✽✳
❬❘♦❦✽✵❪ ❱✳ ❆✳ ❘♦❦❤❧✐♥✳ ◆❡✇ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ r❡❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛❧❣❡✲
❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❋✉♥❦ts✐♦♥❛❧✳ ❆♥❛❧✳ ✐ Pr✐❧♦③❤❡♥✳ ✶✹✱ ✸✼✕✹✸ ✭❘✉ss✐❛♥✮✱
✶✾✽✵✳
❬❙❝❤✻✸❪ ▲✳ ❙❝❤❧ä✢✐✳ ❖♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✐♥t♦
s♣❡❝✐❡s✳ P❤✐❧✳ ❚r❛♥s✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✺✸✱ ♣❛❣❡s ✶✾✸✕✷✹✶✱ ✶✽✻✸✳
❬❙❤✉✾✽❪ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ●❧✉✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦♣♦❧♦❣②✱
✸✼✭✶✮✿✶✾✺✕✷✶✼✱ ✶✾✾✽✳
❬❙❤✉✵✺❪ ❊✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❆ tr♦♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆❧❣❡❜r❛
✐ ❆♥❛❧✐③✱ ✶✼✭✷✮✿✶✼✵✕✷✶✹✱ ✷✵✵✺✳
❬❙❤✉✵✻❪ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❚❤❡ ♣❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr♦♣✐❝❛❧ ❡♥✉♠❡r✲
❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✷✹
♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡ ❙❡r✳✱ ♣❛❣❡s ✷✼✸✕✸✵✵✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✻✳
❬❙❤✉✶✹❪ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥✳ ❖♥ ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s W ❡❧s❝❤✐♥❣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❞❡❧
♣❡③③♦ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ◆♦t✐❝❡s✱
✷✵✶✺✭✶✻✮✿✻✾✵✼✕✻✾✹✵✱ ✵✾ ✷✵✶✹✳
❬❙❚✵✻❛❪ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ■✳ ❚②♦♠❦✐♥✳ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ✐✳ ■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✺✶✿✶✷✺✕✶✹✹✱ ✷✵✵✻✳
❬❙❚✵✻❜❪ ❊✳ ■✳ ❙❤✉st✐♥ ❛♥❞ ■✳ ❚②♦♠❦✐♥✳ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ✐✐✳ ■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✺✶✿✶✹✺✕✶✻✻✱ ✷✵✵✻✳
❬❱✐r✽✹❛❪ ❖✳ ❨✳ ❱✐r♦✳ ●❧✉✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛♥❡ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s 6 ❛♥❞ 7✳ ■♥ ❚♦♣♦❧♦❣② ✭▲❡♥✐♥❣r❛❞✱ ✶✾✽✷✮✱ ✈♦❧✉♠❡
✶✵✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✵✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱
✶✾✽✹✳
❬❱✐r✽✹❜❪ ❖✳ ❨✳ ❱✐r♦✳ P❧❛♥❡ r❡❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 7 ❛♥❞ 8✿ ♥❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥s✳
■♥ ▼❛t❤✳ ❯❙❙❘✲■③✈❡st✐❛✱ ✷✸✿✹✵✾✲✹✷✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✵✵✳ ✶✾✽✹✳
❬❱✐r✽✻❪ ❖✳ ❨✳ ❱✐r♦✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s
♦✈❡r t❤❡ ❧❛st s✐① ②❡❛rs✳ ❘✉ss✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②s✱ ✹✶✭✸✮✿✺✺✕✽✷✱
✶✾✽✻✳
❬❱✐r✽✾❪ ❖✳ ❨✳ ❱✐r♦✳ ❘❡❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✐ ❆♥❛❧✐③✱ ✶✭✺✮✿✶✕✼✸✱ ✶✾✽✾✳
❬❱✐r✵✻❪ ❖✳ ❨✳ ❱✐r♦✳ P❛t❝❤✇♦r❦✐♥❣ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆r❳✐✈ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s ❡✲♣r✐♥ts✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✻✳
❬❲❡❧✵✺❪ ❏✳✲❨✳ ❲❡❧s❝❤✐♥❣❡r✳ ■♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ r❡❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✹✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ r❡❛❧ ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥✈❡♥t✳ ♠❛t❤✳ ✶✻✷✿
✶✾✺✱ ✷✵✵✺✳
❬❲❡♥✶✽❪ ❈❤r✐s ❲❡♥❞❧✳ ❍♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❈✉r✈❡s ✐♥ L♦✇ D✐♠❡♥s✐♦♥s✳ S♣r✐♥❣❡r
I♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✷✵✶✽✳
❬❩❡✉✼✹❪ ❍✳ ●✳ ❩❡✉t❤❡♥✳ ❙✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡
♦r❞r❡✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✼✱ ✹✶✵✲✹✸✷✱ ✶✽✼✹✳
❬❩✈♦✽✸❪ ❱✳ ■✳ ❩✈♦♥✐❧♦✈✳ ❈♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❉♦❦❧✳ ❆❦❛❞✳ ◆❛✉❦ ❙❙❙❘✱ ✷✻✽✭✶✮✿✷✷✕✷✻✱ ✶✾✽✸✳
❬❩✈♦✾✶❪ ❱✳ ■✳ ❩✈♦♥✐❧♦✈✳ ❈♦♠♣❧❡① t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✐ ❆♥❛❧✐③✱ ✸✭✺✮✿✽✽✕
✶✵✽✱ ✶✾✾✶✳

■♥❞❡① ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞
♥♦t❛t✐♦♥s
(M − i)✲❝✉r✈❡✱ ✾
3✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧
P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡✱ ✻✹
4✲s♣❤❡r❡s r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ 2 ❞❡❧ P❡③③♦
s✉r❢❛❝❡✱ ✺✺
M ✲❝✉r✈❡ ♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❡✱ ✾
L✲s❝❤❡♠❡✱ ✷✵
❝❤❛rt ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✶✼
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✶✺
❝♦♠♣❧❡① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✾
❝♦♥✈❡① s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱ ✶✻
❝✉❜✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✱ ✷✹
❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✶✱ ✹✸
❞❡❧ P❡③③♦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷✱ ✺✺
❞✐s❥♦✐♥t ♥❡sts✱ ✶✹
❣❧✉✐♥❣ ❝✉❜✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ✷✹
❍❛r♥❛❝❦✲❑❧❡✐♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✾
❍✐r③❡❜r✉❝❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ✶✾
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡✱ ✷✵
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r ♦❢ ♦✈❛❧s✱ ✶✸
✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱ ✶✹
♥❡st✱ ✶✹
◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡✱ ✶✺
♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r ♦❢ ♦✈❛❧s✱ ✶✸
♥♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡✱ ✾
♦✈❛❧✱ ✶✸
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✹✹
♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡✱ ✶✸
q✉❛❞r✐❝ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ ✷✼
r❡❛❧ R✲ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦r ♠✐♥✐♠❛❧
s✉r❢❛❝❡✱ ✽
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss k✱ ✹✸
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss ❞✱ ✺✻
r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t②✱ ✼
r❡❛❧ ❣r❛♣❤✱ ✷✷
r❡❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡
n✱ ✷✷
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t②✱
✼
r❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ✽
r❡❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✶✸
r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✱ ✷✶
r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t②♣❡ ■✱ ✷✸
r❡❛❧ tr✐❣♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t②♣❡ ■■✱ ✷✸
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ L✲s❝❤❡♠❡✱ ✷✵
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❝♦❛rs❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥
❝❧❛ss k✱ ✹✺
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss d✱ ✺✼
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ r❡❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝❧❛ss k✱ ✹✺
s❡♣❛r❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡✱ ✾
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢
t②♣❡ ■✱ ✷✸
s✐♥❣✉❧❛r r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢
t②♣❡ ■■✱ ✷✸
st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❛ t♦r✐❝
✈❛r✐❡t②✱ ✶✺
t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t②✱ ✶✹
t♦r✐❝ ✈❛r✐❡t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥
✐♥t❡❣❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱
✶✹
tr✐❣♦♥❛❧ L✲s❝❤❡♠❡✱ ✷✵
tr✐❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✱ ✷✵
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✶✺
t②♣❡ ■ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡✱ ✾
t②♣❡ ■■ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡✱ ✾
✽✸

